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Temario

1. Funciones
1.1. Caracteristicas de la relacion y de la funcién

1.1.1. Formas de representar a una funcién
1.1.2. Dominio y rango de una funcidn

1.2. Operaciones con funciones
1.3. Clasificacion de las funciones

1.4.

1.5.

1.3.1. Funciones algebraicas y trascendentes
1.3.2. Funciones continuas y discontinuas
1.3.3. Funciones crecientes y decrecientes
1.3.4. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas
1.3.5. Funcidn Inversa
1.3.5.1. Obtencidn de parejas ordenadas y de la regla de
correspondencia
1.3.5.2. Forma algebraica y geométrica de la Funcién Inversa
1.3.5.3. Funcion constante, funcion identidad, funcién valor absoluto,
funcién racional y funcién escalonada
1.3.6. Transformacién de graficas de funciones
1.3.6.1. Transformaciones verticales y horizontales
1.3.6.2. Reflexiones respecto a los ejes
Funciones Polinomiales de grado 0,1y 2
1.4.1. Caracteristicas de una funcién polinomial
1.4.1.1. Notacion
1.4.1.2. Grado de una funcién polinomial
1.4.1.3. Coeficiente principal
1.4.1.4. Dominio y Rango de las funciones polinomiales
1.4.2. Clasificacion de funciones
1.4.2.1. Funciones constantes 6 de grado 0
1.4.2.2. Funciones lineales 6 de grado 1
1.4.2.3. Funciones cuadraticas o de segundo grado
Funciones Polinomiales de grado 3y 4
1.5.1. Caracteristicas de una funcién polinomial de grado 3y 4
1.5.2. Comportamiento grafico de las funciones polinomiales grado 3y 4
1.5.3. Raices (ceros) reales de funciones polinomiales de grado 3y 4
1.5.4. Raices (ceros) racionales de funciones polinomiales de grado 3y 4
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2. Funciones polinomiales factorizables
2.1. Teorema del residuo
2.2. Teorema del factor
2.2.1.Raices (ceros) racionales de funciones polinomiales
2.3. Teorema fundamental del algebra
2.4. Teorema de la factorizacidn lineal

3. Funciones Racionales
3.1. Definicién de una funcién racional
3.2. Dominio y Rango de una funcién racional
3.3. Grafica de las funciones racionales
3.4. Asintotas horizontales, verticales y oblicuas de una funcién racional

4. Funciones Exponenciales y Logaritmicas

4.1. Funcién Exponencial
4.1.1. Gréfica de una funcién exponencial
4.1.2. Dominio y Rango de una funcién exponencial
4.1.3.Funcidn exponencial natural

4.2. Funcién Logaritmica
4.2.1.La funcidn logaritmica como inversa de la funcion exponencial
4.2.2.Logaritmos comunes y naturales
4.2.3. Operaciones con logaritmos
4.2.4. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas
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Semana l
Sesion 1
Los temas a revisar el dia de hoy son:

1. Funciones
1.1. Caracteristicas de la relacion y de la funcion
1.1.1. Formas de representar a una funcion
1.1.2. Dominio y rango de una funcion
1.2. Operaciones con funciones

1. Funciones
1.1. Caracteristicas de la relacion y de la funcién

Botellas plasticas PET

Sabias que...

Del PET (tereftalato de polietileno) se crean botellas transparentes y brillantes de color
cristal o verde, que han sido consideradas a nivel internacional como envases de
excelencia por sus caracteristicas: su produccion es de bajo consumo de energia, no
contiene halégenos y son completamente reciclables.

En México este material se comenzd a utilizar a mediados de la década de los ochenta.
Dichos envases pldsticos tardan en degradarse de 500 a 1,000 afios.

* Sien su mayoria los habitantes del pais optan, por cuestiones practicas, el uso de
botellas plasticas, équé cantidad de botellas plasticas crees que se desechan
diariamente en todo México?

¢A ddénde van a parar tantas botellas plasticas?

Las preguntas del ejemplo anterior son de suma importancia para el bien de todos los
seres vivos que habitamos la Tierra; para conocer un estimado del grado de gravedad
del asunto, el objeto en cuestidén esta en referencia o relacién a otros factores, por
ejemplo, el tiempo de degradacion, la cantidad fabricada o consumida por dia, el
grado perjudicial, etc.

Formalmente se puede decir que una relacion es un proceso de correspondencia que
existe entre los elementos de dos conjuntos de objetos o fendmenos, como se acaba
de mencionar por ejemplo, la relacién entre la cantidad de botellas desechadas y el
tiempo que tardan en degradarse, ademas existen muchos otros ejemplos de una
relacion como los siguientes diagramas de flechas:
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Seres Vivos

Estado Municipio Especie

Ejemplo 1

En el ejemplo 1 la relacién o correspondencia se da entre los elementos del conjunto
de los estados con los elementos del conjunto de los municipios, los elementos de
ambos conjuntos establecen una relacion entre si, dicha relaciéon estd sefalada
mediante una flecha, para visualizar inmediatamente su correspondencia, ademas
podras observar que algunos elementos tienen correspondencia con mas de uno de los
elementos del otro conjunto.

En tu vida cotidiana y en tu entono puedes encontrar multiples objetos o fendmenos
gue estan en relacion unos con otros. Dentro de estas multiples relaciones también se
podria considerar la relacion de un padre con su hijo, de una madre con su hijo, etc.
¢Qué diferencia hay entre este tipo de relacion y las del ejemplo anterior?

Ciertamente la relacién que existe entre un padre y su hijo es una relacién Unica, épor
qué? porque cada persona tiene un sélo padre bioldgico y una sola madre bioldgica,
este tipo de relacién se le conoce como una funcion.

En términos formales puedes concluir que una funcién es una relaciéon entre los
elementos de dos conjuntos, dentro de los cuales existe una correspondencia Unica;
es decir, a cada elemento de un primer conjunto, le corresponde uno y sélo uno de
los elementos del segundo conjunto.

Por ejemplo:

Conjuntos
Numeros de numeros

Practica 1

Resuelve lo siguiente y traza la correspondencia correcta que existe entre los
elementos del primer conjunto con los del segundo e identifica cual de los dos es
funcion:
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Dias

28
29
30
<4

Género

Aves
Mamiferos
Reptiles
Peces

Caballito de mar
Vibora
Tucan

/XLLWW

1.1.1. Formas de representar una funcion

Ya conoces una forma de representar una relacién o funcién, ésta trata de la
agrupacion mediante diagramas de flechas, y seguramente recordaste otras, entre
ellas se podrian mencionar las que se representan a través de un lenguaje verbal, de
parejas ordenadas, tablas, gréaficas, ecuaciones, etc.
* ¢Qué diferencia hay entre cada una de las multiples representaciones de una
funcion o relacion?
* ¢Como identificas una funcion en un lenguaje verbal?
e ¢Yen una ecuacion o grdfica?
* ¢Cudl de todas las formas anteriores es mds prdctica para identificar
visualmente una funcion?
* ¢Toda relacion es funcion?
» ¢Toda funcion es una relacion?

Para responder todas estas cuestiones necesitas conocer cada una de las diferentes
formas en que se puede representar a una funcidn o relacidon y saber cémo
identificarlas.

Forma verbal

La forma verbal consiste en enunciar a través de una oracién una relaciéon o funcién
con caracteristicas especificas, por ejemplo: una estilista necesita obtener la
proporcién entre el alto y ancho del cuello de una camiseta para caballero, hecha con
PET reciclado, al final obtuvo la siguiente conclusion:

“El cuadrado del ancho menos 9 centimetros es el triple de lo alto”.

Ahora, écomo lograrias identificar si el enunciado anterior es una funcion? Para
determinar lo anterior necesitas interpretar numéricamente su forma verbal, es decir,
conocer su forma algebraica.

Forma algebraica
En algunos casos la forma verbal se puede representar mediante una forma algebraica
o ecuacion, esta forma algebraica o ecuacidon involucra variables desconocidas

relacionadas entre si mediante algunas operaciones.

Del ejemplo en desarrollo, cuya forma verbal es:
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“El cuadrado del ancho menos 9 centimetros es el triple de lo alto”.
Su correspondiente forma algebraica es del tipo:
(x —9)% = 3y, en donde “X” representa el ancho y “y” representa la altura.

Si consideras a la “x” como la variable independiente y en su defecto a la variable “y”
como la variable dependiente, existe una manera distinta de representar mediante
una ecuacion una funcién considerando la relaciéon de dependencia e independencia
de una con la otra, uno de los requisitos es que la variable dependiente esté
despejada, si despejas de la ecuacién anterior la variable dependiente te queda lo
siguiente: y = (x —9)%/ 3.

Ahora, la ecuacién bajo la forma siguiente: f(x) = (x — 9)? / 3 es una nueva manera de
representar una funcién, en donde f(x) no es una multiplicaciéon de “f” por “x” sino que
f(x) representa a la variable dependiente, es decir f(x) = y. Ademds puedes observar
que la variable que se encuentra entre paréntesis es identificada como la variable

independiente de la ecuacién.

La letra f, g, h son unas de las letras mas comunes que se usan para representar una
relacion funcional o no funcional.
Ahora, écomo lograrias identificar si la ecuacion anterior es una funcion? Para

aw.,n

determinar lo anterior necesitas conocer la correspondencia entre los valores de “x” y
o, .n

y”, para esto necesitas elaborar una tabla de valores, por lo tanto, conocer su forma
tabular.

Forma tabular

La forma tabular se usa para representar mediante una tabla la correspondencia entre
los valores de dos conjuntos y mediante la cual se puede identificar si la
correspondencia de relacién es o no una funcién.

Asi pues, para realizar una tabla de valores correspondiente a la ecuacién (x — 9)® = 3y
es necesario que asignes valores (dentro de los numeros reales) a la variable
independiente “x”, y obtener mediante los mismos valores su correspondiente valor

o, ,n

de la variable dependiente “y”.

En la ecuacion: (x —9)* /3 = f(x) Six=6 Obtén el valor de “y”
1) Sustituyes el valor de “x” en la ecuacién: f(6) = (6-9)* /3

2) Simplificas: f(6) = (-3)*/3

3) Resuelves la operacion: f(6)=9/3

4) Obtienes el valor de “y”: f(6) =3
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De la misma manera obtienes el resto de los valores correspondientes de “y” para los
valores de “x” en, 7, 8, 9, 10, 11, 12.

Ya que realizaste las operaciones correspondientes, obtuviste los valores de la variable

dependiente a partir de los valores asignados a la variable independiente, resultandote
asi los siguientes datos:

A través de esta tabla de valores es posible que logres

observar la correspondencia entre los elementos del Ecuacién:

. “on f(x)=(x-9) /3
conjunto de valores de las “x” y los elementos del
conjunto de las “y”, asi pues, identificas que a cada gy f(x)=y
elemento del primer conjunto le corresponde uno y
s6lo un elemento del segundo conjunto, de tal 6 3
manera que puedes concluir que se trata de una 7 1.3
funcion. 8 0.3

9 0

¢Qué ocurre con los valores que obtuviste de ambos
conjuntos? 10 0.3
Recuerda que integran una pareja ordenada. ¢Como 1 1.3
quedaria representado el conjunto de parejas 12 3

ordenadas de los valores que obtuviste en esta tabla?

Parejas Ordenadas
Las parejas ordenadas que se obtienen a partir de la tabla anterior son las siguientes:

Parejas ordenadas = {(6, 3), (7, 1.3), (8, 0.3), (9, 0), (10, Ecuacion: f(x)=(x—9)? /3

03)1 (111 13)' (121 3)} ‘1 _ Pareja
El conjunto de parejas ordenadas se forma mediante la o =y lordenada

correspondencia entre un elemento de un conjunto 3 (6, 3)

con otro del segundo conjunto, para identificar si la
9 . L . . 1.3 (7,1.3)
relacion de correspondencia es funcion, sélo tienes

6
7
que analizar que los elementos que ocupan el lugar de 8 0.3 | (8,0.3)
las abscisas no se repitan. 9 0 (9,0)

Recuerda que una pareja ordenada esta formada como 10 0.3 (10,0.3)

sigue: (abscisa, ordenada). 11 1.3 |(11,1.3)

El conjunto de las parejas ordenadas de arriba es una 12 3 (12,3)

funcion ya que ningun elemento que ocupa el lugar
de las abscisas se repite.
¢Qué ocurre con las parejas ordenadas que obtuviste de ambos conjuntos?

Forma grafica

Como ya lo sabes, toda pareja ordenada la
puedes representar en un plano cartesiano y si
se trata de un conjunto de parejas ordenadas
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entonces éstas pueden estar representando
alguna figura con caracteristicas especificas.

Para identificar una pareja ordenada en el plano,

solo tienes que ubicar el valor que ocupa la

posicion de las abscisas sobre el eje de las “x”, y

sobre el mismo desplazarte el valor

correspondiente de la ordenada en forma

vertical.

Si observas bien la grafica, lograras identificar que el conjunto de parejas ordenadas
forman una parabola abierta hacia arriba, esta grafica es otra forma distinta como
puede ser representada una funcién, ahora, é{como identificar grdficamente una

funcion?

Una prueba muy sencilla y bdsica para determinar si una grafica es una funcién o no, es
la prueba de la recta vertical. (éEn qué consiste? En trazar una recta vertical sobre la
grafica y si ésta corta sélo una vez a la grafica entonces se trata de una funcion.

En la grdfica anterior traza una linea recta vertical sobre la misma e identificards que
como solo corta una vez a la grdfica entonces se trata de una funcion.

Segun sea el caso una funcién se puede representar mediante las distintas formas
mencionadas anteriormente y a través de la practica, lograras identificar con mayor
facilidad una funcién representada en cualquier forma.

Practica 2

Supdn que en el pais de México la demanda diaria por persona es de 1.5 botellas
plasticas, si en el afio en curso se estima una poblacién promedio de 109, 000, 000,
écuantas botellas plasticas se desechan diariamente en el pais? Representa la relacion
anterior en sus distintas formas y determina si se trata de una funcion.

La relacion anterior esta proporcionada en forma verbal. La forma algebraica que le
corresponde queda determina bajo las siguientes condiciones:
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Considera la variable “y” como el nimero de botellas que se desechan diariamente y la
variable “x” el nimero de habitantes, entonces, la ecuacién queda como sigue:
y=15x,0f(x)=1.5x.

Practica 3
Instrucciones: realiza lo siguiente.

En cada una de las siguientes representaciones determina si la relacién es o no

funcional.

a) Elsiguiente conjunto de datos muestra la relacidn entre la cantidad total de
miembros de una familia y el nUmero de mascotas que tienen en casa. A={(3, 0), (5,
6),(2,4),(7,8),(2,1),(7,3),(4,3),(87)}

b) La siguiente tabla muestra la temperatura registrada en la semana.

Dia Temperatura
Lunes 26°
Martes 18°

Miércoles 29°
Jueves 30°
Viernes 29°
Sabado 28°

Domingo 20°

c) Elcontorno de una naranja gigante cuyas medidas se muestran en la gréfica.

1.1.2. Dominio y rango de una funcién
Maiz
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Sabias que...

“Los primeros cultivos de maiz aparecieron en México

hace por lo menos 8 mil 700 afios.

El maiz era un alimento bdsico de las culturas indigenas

americanas muchos siglos antes de que los europeos

llegaran a América.

En las civilizaciones maya y azteca jugdé un papel

fundamental en las creencias religiosas, en sus

festividades y en su nutricién .

Ademas de los 24 millones de toneladas de maiz que anualmente produce México,
actualmente el gobierno mexicano importa cerca de 11 millones de toneladas de maiz
de E.U. mezclado con variedades_transgénicas.

* ¢Por qué crees que el gobierno haya decidido importar maiz?

* ¢Qué proporcién de maiz corresponderia a cada habitante del pais
actualmente?

* ¢Qué relacidn existe entre la cantidad de maiz producido y el nimero de
habitantes respecto al precio de la tortilla?

Efectivamente los factores de la produccidn de maiz y la cantidad de habitantes en el
pais afectan a la economia y por lo tanto al precio de la tortilla. El gobierno incluso ha
tomado la decision de importar maiz, parece irénico que siendo el maiz desde hace
miles de afios un cultivo muy importante para México llegue al punto de importarlo y
ademas transgénico.

Si anualmente en el pais se producen aproximadamente 24 millones de toneladas de
maiz y la cantidad promedio de habitantes es de 109 millones, écudnto maiz le
corresponderia a cada habitante al aio? ¢ Cudnto al dia?

La porcién al afio por habitante seria de 220 Kg de maiz y por dia vendria siendo 602 g
por habitante. Como te habras dado cuenta, entre la produccién de maiz y el nimero
de habitantes en el pais existe una relacidén de correspondencia, en este caso a cada
habitante le corresponden 602 g de maiz, la relacion ademas se establecid entre dos
conjuntos, uno, A = {la cantidad de granos de maiz producidos anualmente en México}
y el otro, B = {el numero de habitantes en México}, dichos conjuntos pueden ser
representados mediante nimeros, A={0, 1, 2, 3, ... 24} (toneladas en millones) y B ={1,
2,3, ... 109} (en millones).

Los elementos que componen al primer conjunto se les conoce como el dominio de la
relacion o funcién y a los elementos que componen el segundo conjunto es conocido
como el contradominio, rango o recorrido de la relacion o funcién.

Como ya lo sabes, la correspondencia entre ambos conjuntos se puede representar
mediante una tabla, el ejercicio anterior quedaria de la siguiente forma:
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Maiz

Habitantes

0.6 Kg

En donde el dominio corresponde a los datos del maiz y el
rango al de los habitantes. De lo que concluyes que el
conjunto de valores del dominioes: D ={0.6,1.2,1.8,2.4,3....
65,618,000} y eldelrangoes: R={1,2, 3,4,5, ... 109. 000.

1.2Kg

1.8Kg

2.4Kg
3Kg

000}.

QW IN]-~

65.62Ton | 109 millones 000,000)}.

Ademas, recuerda que los valores proporcionados en las
tablas se pueden representar mediante parejas ordenadas, de
tal manera que la informacién anteriorquedade la forma:

(0.6, 1), (1.2, 2), (18, 3), (24, 3), (3, 5), ... (65,618,000, 109,

Del conjunto de parejas ordenadas proporcionadas, el dominio lo componen los
primeros elementos de cada parejay el rango lo componen los segundos elementos

de las parejas.

Por lo tanto, agrupas los primeros elementos que forman las parejas ordenadas para
obtener el dominio: D= {0.6, 1.2, 1.8, 2.4, 3.... 65, 618, 000} y agrupas el segundo
elemento de cada pareja ordenada para obtener el rango: R={1, 2, 3, 4, 5, ... 109. 000.

000}.

Ahora, como sabes, cada pareja ordenada la
puedes ubicar en el plano cartesiano mediante la
representacion de un punto, si ubicas cada
pareja ordenada del conjunto anterior obtienes
la siguiente grafica que representa una linea
recta cuyo inicio es el punto (0.6, 1) y su final es
el punto cuyas coordenadas son (65, 618, 000,
109, 000, 000).

Para determinar el dominio y rango en una
grafica necesitas ubicar los valores que toman en
“x”, y cuales en “y”; en este caso ubicaste
facilmente el punto de inicio y el final de la
grafica, ademas como ésta representa una recta
entonces hay una continuidad en los valores que
toman en “x” y en “y”, por lo que puedes lograr
concluir que el dominio estd dado por el
intervalo D = {x e R/ 0.6 < x £ 65,618,000} y el
rango por el intervalo: R={yeR/1<y<109,
000, 000}.

Fuera de esos valores ya no hay grafica.

109 mittones

habitantes

A

—-X
6 4 L .. |65.62Toneladas

¢Como calcular el dominio y rango de una relacion funcional o no, dada su ecuacion?

Ejemplo 1:

Obtén el dominio y rango de: 6x> —7x—20 =y
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Podras observar que como la ecuacién es un polinomio, nada restringe a la variable “x”
y por lo tanto puede tomar cualquier valor de los nimeros reales. De tal manera que el
dominio (cuyo conjunto estd compuesto por los valores que, la relacion funcional o no,
toma en el eje de las “x”) estd compuesto por todos los nimeros reales y por defecto
los valores de la variable dependiente seran también numeros que se encuentran
dentro del conjunto de los reales, de lo cual concluyes que el rango estd formado
también por el conjunto de los niumeros reales.

PorlotantoD={xeR}yR={yeR}.

Practica 3

Obtén el domini de: [O=¢Tr
én el dominio y rango de: 6x> —7x—-20

Obtener el dominioy rango de: f(x)=-/4x-6

1.2. Operaciones con funciones

Si se tienen varias funciones, entre éstas se pueden realizar algunas operaciones como
suma, resta, multiplicacién, divisién y composicién de lo que resulta otra funcién.

Sean f(x)= 6x* — 8x — 8 y g(x) = 2x — 4 dos funciones,

SUMA DIFERENCIA PRODUCTO COCIENTE COMPOSICION
S S(x)
(frgx=f(x)*+g(x) | (f-g)x=f(x)}-g(x) | (feg)x=f(x)g(x) [gjx ~ e g(x)#0 (f gix =f(g(x))
Dominiodela Dominiodelaresta | Dominio del producto | Dominio del cociente Dominiode la
suma de funciones: de funciones: de funciones: de funciones: composicion
Df N Dg DfN Dg Df N Dg Df N Dg de funciones:
[l}c SOTBE  (fogn -2y
v\ = g T —8(2x—4)-8
(F+g)x =(6x2=8x-8) | (f-g)x=(6x2—8x-8) | ("9X ‘2(6"2;8"‘8) (=9
+(2x—4) —(2x—-4) (2x-4) [ijzw (f og)x = 6(4x* —16x+16)
g 2x—-4 _16 _
«q)x=12x3 2 x+32-8
(frg)x=6x2—6x—12 | (f-g)x =6x>—10x—4 (f 9)1‘1 gfj‘?’fox ;
(g}xﬁ“l (fog)x=12x*-112x+120
V%

La gréfica de las funciones f(x)= 6x* — 8x — 8 y
g(x) = 2x — 4 son las siguientes:

Una pardbola y una recta.

El dominio y rango de f(x) son:
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Dominio = {R}

Rango={xeR/-10.7<x}

El dominio y rango de g(x) son:

Dominio = {R}

Rango = {R}

Ahora, observa el cambio y comportamiento de
las graficas que resultan de las operaciones
hechas con las funciones anteriores.

SUMA DIFERENCIA PRODUCTO COCIENTE COMPOSICION
o = 3 2 )
(Fran=6x-6x12 | (Fgx=6x-t0x4 | (ICIZCA0X (gjx Carsa |(fegx=12x=112x+120
¥4 4 y—‘ y y

f(x) * g(x) = 12X’} 40X’ + 16x + 32
) J " f(x) 0 g(x) § 12¢ - 112x + 120

|
o] fx)+9(x) = 6 -6x-12 o] fx)-g00=6x - 10x-4 . " .
4 o 3 r
| fxVg(x) = 3x+2
24 -4 o] B
3| TP X ,v —»X : T B —>X ; /n 7 X = C | O
|

Practica 4
Instrucciones: revisa la informacién que se te proporciona y realiza lo que se te pide.

Obtén el dominio y rango de las siguientes relaciones a través de la tabla de valores
incluye las parejas ordenadas y su grafica correspondiente, ademas determina si la
relacidn es funcional o no. 4x-5

1) 3¢ —dx+7=y 2) f=3-5x 3/ 27 0x 30

Representa mediante un diagrama de flechas la siguiente correspondencia y obtén el
dominio y rango de la relacién.

1) {(verde, sandia), (rojo, fresa), (amarillo, platano), (morada, uva), (anaranjado,
mandarina), (verde, uva), (amarillo, guayaba), (amarillo, mango), (rojo,
manzana)}

Realiza las operaciones de suma, resta, multiplicacién y composicién entre las
funciones f(x) = 6x— 1y g(x) = 3x* — 2x.
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Sesion 2
Los temas a revisar el dia de hoy son:

1.3. Clasificacion de las funciones
1.3.1. Funciones algebraicas y trascendentes
1.3.2. Funciones continuas y discontinuas
1.3.3. Funciones crecientes y decrecientes
1.3.4. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

1.3. Clasificacion de las funciones

Ser humano
Sabias que...

“La causa de la causa es la causa de lo causado”, el ser humano, desde su concepcion
es considerado como una persona humana bajo el fundamento de que éste es causado
por dos seres humanos, es decir, es fruto de la relacion entre un hombre y una mujer,
segun el Director del Centro Mexicano de Ginecologia y Obstetricia SC, Carlos
Ferndndez del Castillo Sdnchez; pero, muchos otros, bajo otras perspectivas disfrazan la
realidad para no sentirse mal y lo bautizan con un nombre a su favor.

Cuando te empezaste a formar en el vientre de tu mama, en un principio eras una sola
célula, la cual se formo al ser fecundado el évulo por el espermatozoide y que recibe el
nombre de cigoto.

* ¢Cémo es posible que ahora seas toda una dama o todo un caballero?

* ¢Qué ha ocurrido en ese lapso de tiempo?
Tu cuerpo quedd formado a partir de la octava semana, estabas del tamafio de una

nuez cuando todos tus atributos esenciales ya se distinguian.

En el ejemplo anterior has visto las etapas de desarrollo de un bebé en el vientre de su
mama3, cada etapa recibe un nombre segun alguna particularidad del crecimiento del
bebé, de la misma manera se clasifican las funciones, segln ciertas caracteristicas,
dicha clasificacién te ayudara a trabajarlas mejor a distinguirlas e identificarlas. En la
vida cotidiana existen muchas situaciones en las cuales se pueden observar y describir
funciones, por ejemplo:

15 I Universidad CNCI de México



Taller de Matematicas IV

a) Los economistas utilizan mucho las funciones en su forma grafica para
visualizar el comportamiento de la misma en cuanto a la demanda y la
oferta y apreciar el punto de equilibrio entre ambas variantes.

b) En la meteorologia usan las funciones en su forma grafica porque les
interesa saber el comportamiento de la temperatura respecto a las
horas del dia y asi apreciar la temperatura maxima y la minima durante
el dia.

c) En Quimica, para determinar las propiedades y caracteristicas de una
sustancia se sirven de las funciones en su forma grafica al relacionar la
variante de la temperatura, la presion, cantidad, etc.

1.3.1. Funciones algebraicas y trascendentes

Al tomar como base el ejemplo de inicio de sesidon, es admirable percibir el
crecimiento del ser humano y maravillarse de su formacion, en un principio es una sola
célula, la célula tiene un tamafio aproximado de 10_.mm, jstuper pequeiisimo!, la célula
se reproduce sucesivamente y conforme ésta se reproduce el tamafio del ser humano
aumenta, aunque el utero materno es un limite, pero cuando la madre da a luz a su
hijo, éste continla creciendo hasta cierta etapa, si fuiste atento seguramente estards
de acuerdo en que el ser humano desde el comienzo de la formacidn de su cuerpo esta
en relacion a multiples fenédmenos, situaciones, etc.

El devenir, por ejemplo, es uno de los sucesos que afectan mas al ser humano, este
devenir se manifiesta en el tiempo y crecimiento de la persona, a continuacién se
muestra una tabla con datos aproximados del tamafio en relacién con el tiempo (en
edad) de una persona, desde el vientre de la madre hasta la adolescencia.

Funciones Algebraicas
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Relacién Tiempo-tamano Relacion Tiempo-tamano
en el vientre materno Nifia - adolescente

Tiempo (edad) Tamano(cm)

Tiempo delfeto Tamaiho

4 semanas 2-4mm 1 73.5
8 semanas 29-38 mm 2 84.9
12 semanas 9-10cm 3 93.7
14 semanas 12cm 4 100.8
16 semanas 14 cm S 1071
20 semanas 20cm 6 112.8
22 semanas 22cm 7 118.3
24 semanas 24 cm 8 123.7
26 semanas 30cm 9 128.9
28 semanas 40cm 10 133.8
30 semanas 42cm 11 138.8
32 semanas 44 cm 12 145.6
34 semanas 46 cm 13 151.2
36 semanas 48-50 cm 14 157.1

15-18 164.2

Los datos proporcionados en la tabla de relacion tiempo-tamafio de un bebé en el seno
materno no se puede representar mediante una ecuacion algebraica ya que los valores
de las variantes no tienen nada en comun, en cambio, para la tabla de relacion tiempo-
tamafio de la nifia-adolescente se puede obtener un estimado y puede ser
representada mediante la siguiente ecuacién: y = 6x + 75 en donde la variable “x”

representa el tiempo en edad y la variable “y” representa el tamafo. Esta ecuacién
sélo es vdlida hasta la edad de 15 afios.

Si observas bien la tabla, la correspondencia que existe entre los elementos de cada
conjunto es Unica por lo que se trata de una relacion funcional.

La particularidad de la ecuacion de esta funcion es que se trata de una ecuacién
algebraica polinomial.

Esta clase de funciones algebraicas las hay de diferentes tipos, se les considera a
aquellas que se obtienen con las operaciones fundamentales de suma, resta,
multiplicacién y division, ademas de la potenciacidon y radicacion.

Otras funciones tales, como la polinomial, que también pertenecen al conjunto de las
algebraicas son las racionales e irracionales, las cuales se distinguen segin su ecuacion.

Tipos de funciones algebraicas:
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1) Polinomiales

f(x)=ax" +bx+c

Funciones 2) Racionales

Algebraicas

f(x):ax+b

X—C

3) Irracionales

f)=x"=b

Algunas aplicaciones de las funciones algebraicas:
2) Racionales

*Tecnologia médica, para
calcular la concentracion de un
medicamento en la sangre.

1) Polinomiales

*Dibujo, para elaborar un
disefio en dimensiones
proporcionadas.

*Arquitectura, para la
construccién de puentes.

*Arquitectura, para una
construccién proporcional.

«Tecnologia Industrial, en la *Construccion, para determinar
fabricacion de cajas de metal, el numero de obreros que se
etc. necesitan para edificar una
construccién en cierto tiempo.
*Ingenieria petrolera, para
calcular la caida de presion
enun deposito de petroleo.

*Ingenieria _mecanica, para
calcular la velocidad de un

objeto a partir de su distancia
recorrida en cierto tiempo.

Funciones Algebraicas Polinomiales
Ejemplo 1:

Estan expresadas siempre bajo la forma de
un polinomio. EIDominioy Rango sonlosR.

Estan expresadas siempre bajo la forma de
una fraccion de polinomios. El dominio y
rango se restringe por el denominador que
tiene que ser diferente de cero.

Estan expresadas siempre bajo la forma que
implica un radical. El dominio y rango se
restringe por el radicando que tiene que ser
mayorigual a cero.

3) Irracionales

*Tecnologia _ nuclear, para
calcular la velocidad de
protén.

eIngenieria civil, para calcular
la velocidad maxima en una

curvasin derrapar.

*Tecnologia de la iluminacion,
para deteminar la intensidad
de unafuente luminica.

*Quimica, para calcular la
distancia de capas de iones
en un cristal de cloruro de
sodio.

Si retomas el ejemplo de la relacion tiempo-tamafo en la forma de su ecuacion

f(x) = 6x + 75, la grafica correspondiente es del tipo:
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yA
Ecuacion: 1
f(x)=6x + 75 ]
Edad | Tamarfio :j:
x” f(x) 1'%
1 81 12
2 87
3 93 el
4 99 3
5 105 'S 9‘
6 ik g ord Lafuncién lineal enel intervalo [1, 15]
I 17 ' es unalinearecta.
8 123 1
9 129 051
10 135 o+
11 141
12 147 021
13 153 04+
14 159 < -1 O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M1 12 13 14 15 16 17 18 >
15 165 el

v edad (afios)
Practica 5

a) Considera la ecuacién cuadratica g(x) = 5x* — 8x + 6, grafica e identifica su

forma.
b) Considera la siguiente ecuacién irracional f(x) =+/3x—7 , grafica e identifica
su forma.

Funciones Trascendentes

Retomando el ejemplo inicial, équé ha ocurrido en el lapso de la fecundacion hasta el
nacimiento del bebé? La primer célula se reproduce en dos células idénticas, éstas
también se vuelven a reproducir en dos idénticas cada una, y asi sucesivamente hasta
alcanzar un maximo de 4,000 millones de células en su nacimiento (a este tipo de
fendmeno se le conoce como Mitosis).

La reproduccién sucesiva de estas células es un incremento progresivo el cual se puede
representar mediante una ecuacién y segun su forma tanto grdfica como en su
ecuacion se distingue y se clasifica como una funcién exponencial.

QP00 ® &

Dicha funcion exponencial pertenece al conjunto de las funciones trascendentes, las
cuales poseen la particularidad de involucrar razones trigonométricas, trigonométricas
inversas, asi como las logaritmicas y las exponenciales.

Este tipo de funciones pueden distinguirse en cuanto a su ecuacién y representacién
grafica, a continuacién se describen algunas resefias para identificar la ecuacién del
tipo de funciones trascendentes.
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Tipos de funciones trascendentes:

Estan expresadas mediante una base
numérica y cuya potencia involucra la
variable independiente

1) Exponenciales

f(x)=2"

2) Logaritmicas Estar? expresa_das mediante la fuqmon
logaritmo aplicada a la variable

f(x)=logBx~-1) independiente.

Funciones

Trascendentes

Estan representadas a través de las

3) Trigonométricas ) . .
funciones trigonométricas

f(x)=cosx

Algunas aplicaciones de las funciones trascendentes:

1) Exponenciales 2) Logaritmicas 3)Trigonométricas

*Biologia, la reproduccién de +Sismologia, la medicion de los sIngenieria _mecéanica, para
la célulay de las bacterias. sismos se hace a través de la calcular  velocidades y

formula de Richter la cual distancias de un proyectil.
*Quimica, para determinar la involucra la funciénlogaritmica.
edad de un fésil, a través de *Electricidad, para calcular el
la desintegracién *Ingenieria acustica, para medir voltaje efectivo.
radiactiva. la intensidad del sonido.

*Arquitectura, para la

«Meteorologia, para calcular *Quimica, para calcular la construccion.
la presién atmosférica. acidez o alcalinidad de las

sustancias. Através del PH. *Para el control del trafico
*Demografica, el crecimiento aéreo a través del calculo de
o disminucion de la *Economia, para calcular el la altura del cielo raso.
poblacion. capital en cierto tiempo de una

inversion con cierto interés.

Lo importante en esta sesidn es que aprendas a identificar los tipos de funciones a
través de su ecuacién, a continuaciéon se muestra un ejemplo de cada tipo de funcién
con su grafica respectiva, mds adelante retomaras cada tipo de funcién en particular

20 I Universidad CNCI de México



Taller de Matematicas IV

para observar sus propiedades y caracteristicas, asi como para aprender a graficar cada
una de ellas, en esta sesién no te detengas en eso, ya que no es propio de este tema.

Sélo identifica a través de la ecuacion el tipo de funcidn y trata de familiarizarte con la
forma de su grafica pues cada una es Unica.

Para lograr resolver uno de los ejemplos de aplicacion de las funciones mencionadas
anteriormente es necesario que aprendas primero lo que en esta semana se te
proporciona, mas adelante tratards y resolveras problemas de tu interés.

Funciones Trascendentes Exponenciales
Ejemplo 2:
Grafica la ecuacién logaritmica h(x) = log (2x — 5) e identifica su forma.

0.6

|

|

|

|

Ecuacion: 1

h(x)= log (2x — 5) 144 !

x h(x) 12 :

2.6 -0.69 1.04 |

3 0 0.8 !

4 0.477 o !

5 0.699 ool :

6 0.845 I

7 0.954 3 I
8 1.041 o z’ T 5 6 7 & 9 tov
9 1.114 o2 : X

10 1.176 0.4 1

|

|

|

-0.84

1.3.2. Funciones continuas y discontinuas

Ya has visto un tipo de clasificacion de funciones, facil de identificar mediante su
ecuacién, otro tipo de clasificacion es respecto al comportamiento grafico, éiqué
nombre reciben aquellas funciones o relaciones cuya gréafica implica un sélo trazo?, ¢y
como se llaman aquellas donde ocurre lo contrario?

Las graficas que no presentan ningun punto aislado, saltos o interrupciones y que
estan hechas de un sélo trazo en un intervalo determinado son llamadas funciones
continuas.

Las graficas que presentan algun punto aislado, saltos o interrupciones, es decir, que
no estdn hechas de un sélo trazo en un intervalo determinado, son llamadas
funciones discontinuas.

A partir de estos dos conceptos facilmente es posible identificar en la grafica el tipo de
funcién que se trata, al retomar las graficas de las funciones algebraicas vy
trascendentes anteriores, a través de sus graficas puedes identificar si se trata de una
funcién continua o discontinua, compara tus conclusiones con la siguiente
clasificacion.
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f)= 8x%+11
f(x)=6x+75 g(x)=5x2—-8x+6 h(x)=x3 + 3x2+ 2x — 1 _yxl_z
" y: ; i
1 1 !
8
] 404 IR
é, 30 l :
H
10 X :
5 4 3 @ A \{\_1/{ ¥y 3 ¢ :
edad (afios) o x :;Z | :
Continua Continua :
-~
Discontinua
ye JS()=+3x-7 Yoo f(x)=2x Y1 h(x)=log (2x - 5)
o ’ . g(x)= cos 3x
] I /?\
- 1 ST aE HE e
“ R R )
7Ol 1 2 3 4 5 8 1T 8 8§ oy ‘c: 2 5 B4 &l : ]
Continua ! Continua |\ Continua Continua

Una manera distinta en que se puede representar graficamente una funcién
discontinua es la siguiente:

Ejemplo:

Grafica la funcién definida por secciones f(x) en el intervalo [-2, 4]. Indica el
comportamiento de la grafica en los intervalos de la tabla segun la grafica.

Ya
xt+1 -2<x<0 6 - o i
iscontinua
f(x)= -1 0<x<2
x’—4x+3 2<x<4
%" ] f(x) | Intervalos | Comportamiento
21 5 [-2,0] | Continua
-1 2 (0,2] | Continua
0 1 [2,4] | Continua
1 -1 [-2,4] | Discontinua
2 | 1
3| 0 6-5-4-3-2-1012345—>X
4| 3 o /
-2 v
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Practica 6

Relaciona cada situacion o fendmeno con la forma funcional que le corresponde para
ser expresada mediante una ecuacion.

a) Crecimientoexponencial de la poblacion. () x3+9x%2+16.25x=y
b) Gradode unterremoto. () sena = catetoopuesto/hipotenusa
L . . . 2KE
c) Elaboracion de una caja con dimensiones () v= /—
proporcionadas en una sola variable. m
() R=logx
d) Altura del cielo raso a través de la funcién
trigonométrica. () 5=y
2
e) Razén de concentracion de un ( )cw= 33’ +i
medicamento en la sangre. £ +50

f)  Velocidad de un protén.

1.3.3. Funciones crecientes y decrecientes

Condicion Fisica

Arturo quiere participar en la carrera de 1,000 m que se realizard en su ciudad, el
Gobierno la organiza para fomentar el deporte en los jovenes y despertar en ellos el
interés por las riquezas naturales que hay en el pais, Arturo tiene todo un mes para
prepararse, su meta es ganar la carrera pues desde hace afios ha deseado muchisimo
salir de su pueblito y conocer mas a México.

e ¢Qué necesita Arturo para ganar la carrera? ¢{Qué harias tu si estuvieras en su
lugar?
* SiArturo se preparay aun asi, no gana la carrera, équé logros habra alcanzado?

Para poder ganar una carrera es necesario prepararse y estar en muy buena condicion
para resistir y mantenerse compitiendo hasta el fin, seguramente habras contestado
igual a la pregunta inicial, Arturo tiene que prepararse, y écémo se tiene que preparar?
¢Psicologicamente, pensando solamente en que va a ganar y lo conseguird? O
écomiendo mucho para tener suficientes fuerzas? éDescansando todo el tiempo para
ahorrarse energias? ¢Cémo?

La mejor preparacién que puede tener, es a través de una sana alimentacion,
ciertamente que implicard un sacrificio para él porque dejard de consumir los
pequeiios antojos (nieve, papitas, refresco, pizza...) con que se deleitaba durante el
dia, ademas que le serda necesario ejercitarse fisicamente, es decir, dedicarle
diariamente un tiempo al ejercicio, correr, caminar, etc. Y, lo mas, mas importante es
mantener ese ritmo diariamente hasta el dia de la competencia.
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Supdn que el mes de preparacién paso ya y Arturo diariamente llevaba una bitacora de
tiempos y dias de ejercicio, la siguiente tabla muestra los resultados que obtuvo.

Dias dela semana

Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes | Sabado | Domingo
Semana 1 10’ 12 14 16’ 18’ 20’ 22’
é— Semana 2 19 19 19’ 19’
iqf Semana3 | 10’y 8 22 24 26’ 28 26’ 24
Semana 4 22’ 20’ 9 27 81’

Como notarads en la tabla anterior, Arturo no hizo ejercicio todos los dias, lo cual
evidentemente le afecta en la condicidén que dia a dia adquirio, y en la Ultima semana
intentd duplicar su esfuerzo justo antes del dia de la carrera.

Si analizas la primer semana, su condicién fisica se fue incrementando
constantemente, es decir, tuvo un crecimiento en cuanto a los tiempos de ejercicio, si
se expresan los tiempos de la primer semana en lenguaje algebraico, su ecuacion
corresponde a y = 2x + 8, en donde la variable “x” representa el dia (1, 2, 3..7) y la
variable “y” representa el tiempo dedicado al ejercicio fisico.

Como va lo descubriste en la tabla anterior, en la primer semana los tiempos crecieron
ya que hubo un aumento constante diario, a dicho fendmeno se le conoce como
funcidn creciente, por lo tanto la funcion y = 2x + 8 se le considera una funcidn
creciente.

Formalmente puedes concluir que una funcidn creciente es aquella cuyos valores en
un intervalo determinado se incrementan, es decir, para cualquier valor del dominio x;
y X2 € Dy R, en donde x;<x,, la imagen obtenida para cada uno mantiene la relacién
f(x1) < f(x2).

A través de los valores de la tabla lograste identificar que la funcién anterior era una
funcién creciente, pero, en caso de que se tenga la interpretacion grafica écdmo saber
si se trata de una funcidn creciente?

Para responder la pregunta anterior grafica la funcién, observa y analiza su
comportamiento en el plano cartesiano.
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y/\

La tabla de la Semana 1 y su respectiva grafica 227
son las siguientes:

Semana1 | Tiempo 7
Lunes 10’ =
Martes 12’ "

Miércoles 14 ]
Jueves 16’ T

Viernes 18 ::
Sabado 20’ "
Domingo 22 il

pd N
. . e ~
Si observas bien la gréfica, conforme aumentan™-* O 12 3 4 5 6 7 8 9 102
los valores del dominio, sus respectivas imagenes 24 £ % % $ £ § 2
. .z . 1=t [} b
se incrementan también, por lo tanto a través de - = 2 S s 8 §
la grafica puedes deducir que se trata de una
g P q Semana 1

funcioncreciente. \\ 4

Al analizar la segunda semana de ejercicios de Arturo es facil concluir que fue la
semana mas floja, ya que de 7 dias sélo 4 tomd tiempo para hacer sus ejercicios y los
dias que los hizo no tuvo ningln incremento en cuanto al tiempo dedicado, se
mantuvo siempre estable, sin crecimiento, dicho de manera matematica, los tiempos
se mantuvieron constantes.

Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes | Sabado | Domingo

Semana 2 19’ 19’ 19’ 19’

¢Como queda representada la relacion tiempo-dias de la segunda semana si la
conviertes a texto algebraico?

La relacion queda representada bajo la funcién y = 19 en el intervalo Martes-Viernes,
tal ecuacion en dicho intervalo es una funcidén constante, entonces se trata de una
funcién constante.

¢Como identificar una funcion algebraica polinomial constante en su interpretacion
grdfica?

25 I Universidad CNCI de México



Taller de Matematicas IV

y N
La tabla y grafica de la funciéon constante es la 22
siguiente:
g 20—
o —e————0
Ti 18
Semana?2 | '!€mpo
16 =
Lunes
14 -
Martes 19’
124
Miércoles 19’
104
Jueves 19
8 —
Viernes 19 ool
Sabado -
Domingo 5o
< ?
; ; s - 15
Si observas bien la grafica, conforme aumentan ' © BB E B2 e
. . . e -2 - . el (o2}
los valores del dominio, sus respectivas imagenes = s é s & § 8§ £
se mantienen constantes, por lo tanto a través de g - - 9 8
la gréfica puedes deducir que se trata de una Semana 2
funcion constante. A 4

Al analizar la tercer semana de ejercicios de Arturo, el primer dia optd por tomar doble
tiempo de ejercicio, primero 10’ y luego 8’, el resto de los dias hasta el jueves fue
incrementando su tiempo, pero, al finalizar la semana sus tiempos fueron
disminuyendo de manera constante.

Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes | Sdbado | Domingo

Semana3 | 10y & 22 24 26’ 28’ 26’ 24

En el intervalo de Martes a Viernes, la forma algebraica de la relacién queda
determinada por 2x — 10 =y, en el intervalo Viernes a Domingo, la ecuacién que
represente dicha relacién es y = 66 — 2x. En esta ultima ecuacién, la cual se trata de
una funcion lineal, los tiempos disminuyen, y cuando esto ocurre la funcion recibe el
nombre de funcidn decreciente.

Formalmente puedes concluir que una funcién decreciente es aquella cuyos valores en
un intervalo determinado disminuyen, es decir, para cualquier valor del dominio x; y x,
€ D y R, en donde x;<x,, la imagen obtenida para cada uno invierte la relacion f(x;) >
f(x2).
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Latablay graficade la funcién son las siguientes: y 4

424

Tiempo 56

36

Semana3

Lunes 10’y 8’

32 =
Martes 22’

28 =
Miércoles 24’
24 =

)

Jueves 26’
20
Viernes 28’ _—
Sabado 26’ 12 4
o
Domingo 24’ 84 o
4 -

. . e 4 N
Si observas bien la grafica, conforme aumentan SN2 o 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 32
los valores del dominio en el intervalo Viernes- 44 ¢ 8 8 8 8 3 5

. . . . . . - | [ = =
Domingo, sus respectivas imagenes disminuyen, 32 § 3 & 8 §
por lo tanto a través de la grafica puedes deducir SeEmana 3

que se trata de una funcién decreciente. by

Al analizar la cuarta semana de ejercicios de Arturo puedes observar que estuvo muy
variada como la semana 3, al principio los tiempos decrecieron, y después de un dia de
reposo se intensifica al final de la semana con un crecimiento exponencial.

Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes | Sabado | Domingo

Semana 4 22 20° 9 27 81

¢Coémo queda representada la relacion tiempo-dias de la cuarta semana si la
conviertes a texto algebraico?

La relacion en el intervalo Lunes-Martes queda representada bajo la funcién y = 66 —
2x, la cual ya se menciond que es una funcién lineal decreciente, por otra parte en el
intervalo de Jueves a Sdbado la relacidon queda determinada bajo la ecuaciény = 3%,

dicha funcion es del tipo trascendente exponencial.

La grafica correspondiente a esta semana queda determinada como sigue:
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Latablay grafica de la funcién son las siguientes: y N
99
- 90-
Semana4 | Tiempo
, 81+
Lunes 22
) 72 4
Martes 20
P 63 =
Miércoles
54
Jueves 9
45+
Viernes 27
36 =
Sabado 81
27 1
Domingo o .
. . , e 9-
Si observas bien la grafica, conforme aumentan - e
los valores del dominio en el intervalo Jueves- S5 27 25 24 25 26 27 28 20 30 3&
Sabado, sus respectivas imagenes  se od ¢ 8 é g8 8 § 8
incrementan, por lo tanto a través de la grafica 3 & g 3 E S E
. v = (%] o
puedes deducir que se trata de una funcién s a
creciente. \E Semana 4

1.3.4. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

En esta seccidon se trata de analizar tanto los elementos del dominio como los del
rango e imagen de una funcién, a través de estos es posible clasificar de una nueva
manera a una funcion.

Al retomar la tabla de ejercicios de Arturo se tenian los siguientes datos:

Tiempo

Dias dela semana

Lunes | Martes | Miércoles | Jueves | Viernes | Sabado | Domingo
Semana 1 10’ 12 14 16’ 18’ 20 22’
Semana 2 19’ 19’ 19’ 19’
Semana3 | 10’y 8’ 22’ 24 26’ 28 26’ 24
Semana 4 22’ 20’ 9 27 81

Si agrupas los elementos de los conjuntos dia-tiempo por semana resulta lo siguiente:
Semana 1

Dias (x)

Miércoles(3)

Domingo(7

Jueves(4)
Viernes(5)
Sabado(6)

Tiempo (y)

Funcionalgebraicapolinomial linealy = 2x + 8

Observa la correspondencia entre los elementos de ambos
conjuntos, a cada elemento del conjunto “dias” le corresponde
un unico elemento del conjunto “tiempo”, todos los elementos
del primer conjunto tienen una Unica imagen.

Cuando esto ocurre en la correspondencia de una funcion
recibe elnombre de funcién inyectivao “unoa uno”.
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Formalmente puedes concluir que una funcién inyectiva o “uno a uno” es aquella que
para cada valor de su dominio x;, X, donde x;#x, se encuentra un valor diferente y

Unico en el rango f(x1) # f(xy).

En otras palabras quiere decir que para cada valor del dominio existe un unico y solo
valor del contradominio que le corresponda. {Como identificar una funcion inyectiva

en la grdfica?

224
) . . . 20—
La grafica de la funcidon y = 2x + 8 es la siguiente: o
Para saber graficamente si se trata de una funcidn o
inyectiva, se traza una linea recta horizontal sobre la vl
misma, y si ésta la cruza solamente en un punto, 1]
entonces se dice que la funcién es inyectiva. -
8 -
En este caso, como podras observar en la grafica, al o
trazar la linea recta horizontal, ésta la corta sélo en &l
un punto por lo tanto puedes concluir que )
ciertamente se trata de una funcion inyectiva. < S
~>10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
¢Qué ocurre con la semana 2 de tiempos de ejercicio == 3328 §
que tomé Arturo? Semana 1
En cuanto al andlisis de la semana 2 resulta lo siguiente:
Funcidn algebraica polinomial constante y = 19 Semana 2
Observa la correspondencia entre los elementos de _
ambos conjuntos, équé ocurre? No todos los Dias (x ( ) Tiempo W)
elementos dgl primer Cf)njunto estdn en Lunesw}
correspondencia con algin  elemento  del
contradominio, ademas que a varios elementos del M\J'ﬁrec\/‘xi}o
dominio le corresponde la misma imagen. éSerd una V.emes 12)
funcion inyectiva? Séabado(1 14
. ) omingo
Analiza su grafica y haz la prueba de la recta 9o
horizontal y obtén tu mismo la respuesta.
Ahora, équé ocurre con la semana 3 de tiempos de ejercicios que tomo Arturo?
Al analizar la semana 3 se obtiene lo siguiente:
Semana 3 Funciénalgebraica polinomial
’ - \ 1 (] _
Dias (x) liempo (y) gyld  x=13
f(x)=< 2x-10 16<x<19
66—2x 19<x<21
Miércoles(17) : Observa la correspondencia entre los elementos de ambos
Jueves(18) ‘ conjuntos, a cada elemento del conjunto “dias” le corresponde
V|ernes(19) "7 uno o mas elementos del conjunto “tiempo”, ademas de que

algunos elementos del dominio repiten su imagen, por
ejemplo, Miércolesy Domingo tienen la mismaimagen (24).
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Otra caracteristica es que todos los elementos del contradominio son imagen de algun
elemento del dominio. Cuando esto ocurre en la correspondencia entre los elementos
del dominio y rango de una funcidn, a ésta se le conoce como una funcién
sobreyectiva.

Formalmente puedes concluir que una funcién es sobreyectiva o suprayectiva si los
elementos del contradominio son todos imagen de al menos un elemento del dominio.

Practica 7

¢Qué ocurre con la semana 4? Averigualo ti mismo.

Ya concluiste que la funcion de la semana 1 es una funcién inyectiva, ahora, determina
si es 0 no una funcién sobreyectiva.

Funcion algebraica polinomial linealy =2x + 8

Semana1

Como observas en la correspondencia, todos
los elementos del contradominio son imagen
de al menos un elemento del dominio, por lo
gue concluyes que se trata también de una
funcion sobreyectiva, cuando una funcidon es
inyectiva y sobreyectiva a la vez se le conoce
como funcion biyectiva.

Lunes(1)

Miércoles(3)
Jueves(4)

Formalmente puedes concluir que una funcidn es biyectiva si es al mismo tiempo
inyectiva o “uno a uno” y sobreyectiva o suprayectiva.

Practica 8

a n o n

Considera la ecuaciéon y = 3x — 7 con “x” y “y” € R. Determina si la ecuacién anterior es
biyectiva.

Para determinar si la ecuacién es una funcion biyectiva es necesario verificar si es
inyectiva y sobreyectiva.
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Sesion 3
Los temas a revisar el dia de hoy son:

1.3.5. Funcion Inversa
1.3.5.1. Obtencidn de parejas ordenadas y de la regla de correspondencia
1.3.5.2. Forma algebraica y geométrica de la Funcion Inversa

1.3.5. Funcion Inversa
Funcidn inversa: al considerar una funcion f(x) que tiene por dominio el conjunto Ay
por rango el conjunto B (f(x) : A = B), es llamada funcidon inversa de f{x), a la funcién
que tenga como dominio al conjunto B y como rango al conjunto A, dicha funcién
inversa se denota de la siguiente manera:
f1x): B> A.
A B B A

\ 4

f-A—>B PR —% Nk
Ejemplo:

Considerado el siguiente diagrama sagital que representa una funcion, determina su
funcién inversa.

La funcion inversa
gue le corresponde
es la siguiente:

Sif(x):A—>B
Entonces f~*(x): B > A

Nota: El simbolo £~ no indica que f est4 elevada a la potencia —1, por lo que no se
trata del reciproco de la funcidn:

e L
S IS
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Es importante remarcar que una funciéon posee una inversa solamente si ésta es
biyectiva y su inversa también lo sera.

1.3.5.1. Obtencion de parejas ordenadas y de la regla de correspondencia

Para el caso de una funcion representada por un conjunto de parejas ordenadas, es
posible obtener la funcién inversa invirtiendo el orden de los elementos que forman
cada una de las parejas ordenadas, de tal manera que se cumpla lo anterior, que el
dominio de la funcién corresponda ahora al rango de la funcién inversa.

Ejemplo:

Sea f(x) = {(-8, 1), (-6, 2), (3, 4), (7, 7)} una funcién. Determina su funcién inversa
correspondiente.

Solucion:

Para obtener la funcién inversa del conjunto de parejas ordenadas anterior, sélo basta
con invertir el orden de cada elemento de las parejas ordenadas, de tal manera que
obtienes lo siguiente:

F1={(1,-8),(2,-6), (4,3), (7, 7)}

Verifica mediante la obtencidn del dominio y rango de ambas funciones si una es la
inversa de la otra.

Para el caso de la regla de correspondencia, adviertes que se cumple cuando todo el
conjunto de elementos del dominio de la funcidn, corresponden exactamente al
conjunto de elementos que forman el rango de la funcién inversa, y el conjunto de
elementos del rango de la funciéon corresponden exactamente al conjunto de
elementos del dominio de la funcién inversa.

Del ejemplo anterior:

El dominio de la funcién fes: D ={-8,-6, 3, 7}
El rango de la funcién fes: R={1, 2, 3, 7}

El dominio de la funcién inversaf'l es:D=1{1,2,3,7}
El rango de la funcién inversaf'l es:R=1{-8,-6, 3, 7}

Otra manera de comprobar que la regla de correspondencia se cumple es a través de
la ecuacion de la funcidn, tanto ésta como su representacion grafica es el siguiente
tema de andlisis.
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1.3.5.2. Forma algebraica y geométrica de la Funcién Inversa

Hasta ahorita has aprendido a obtener la funcién inversa de una funcion representada
en su forma de diagrama sagital, o mediante su representaciéon de conjunto de parejas
ordenadas, pero el detalle a tratar ahora es la obtencién de la funcién inversa de una,
representada en su forma algebraica.

Para aprender a obtener la funcion inversa de una funcién dada su expresion
algebraica, has de recordar que la funcion posee una variable independiente, esta
variable es clave, porque al despejarla de la ecuacién de la funcion, se convierte en una
variable dependiente y cuando esto ocurre la funcion se convierte en la inversa.

Eiemplo:
Obtén la inversa de la funcién y = f(x) = 5x* + 8, con x = 0.
Pasos para obtener la funcién inversa:

o n

1. ldentifica la variable independiente de la funcién y = f(x): X

2. Despeja la variable independiente y obtén la funcién x=f(y) x= f(y)= /

3. Sustituyes “y” por “x” vy f{y) por f~*(x) () =

Una caracteristica importante que se advierte en la representacion algebraica de una
funcién y su inversa, es que la composicion de ambas siempre es igual a la variable
independiente.

Del mismo ejemplo anterior: r—8
Considera la funcién: f(x) = 5x* + 8 y su inversa que es la funcién: £~ (x) =

La funcién compuesta (fef7) (x) = /(™) = 5{‘/)(;8} +8

Aplicas el cuadrado: L Y8

Multiplicas por 5 S(f)=5 s +8

Simplificas )

Y jlisto! f(f)=x-8+8
f(fH=x

Forma geométrica de una funcion inversa

En el caso de la forma geométrica de una funcién inversa es indispensable graficar
tanto la funcién como su inversa para advertir la diferencia entre ambas en el plano
cartesiano, ademas de advertir el dominio y rango de cada una.
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Ejemplo: Considera la siguiente funcidon y obtén su inversa, graficalas y obtén el
dominio y rango de cada una.

1) Sea f(x) = 3x + 7, su funcién inversa corresponde a f~1(x) = %7

y y
14 b
b X f(x)
10 0 7 l
8 1 10 fl00=(x-7/3 _ |
y 2 13 6-

. f7(x) ol
f(x) = 3x + 7 . .
- 1) 3 3K 0 | -2.33
= 1 -2 12
2 | 166 “y
Dominio = {R} Dominio = {R}
Rango = {R} Rango = {R}

S _ +6
2) Sea f(x) = 2x* — 6, con x 2 0, su funcidn inversa corresponde a fix) = xT
con x 2 —6.
¥
y "
1wk X f(x) 6
i 0 -6 () = JH;;B .
f(x) = 2x* - 6
10 4 1 —4 44
¢ 2 2 ad
& /
a2
” /
A‘% ; : 140 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10
= 4 3 -2 2 3 4 5
2] X ]
x | f(x)
1 -6 0 )
. -4 1 “1
10 -5
2 2
12 -6
o Y - YA /
Dominio = {x @ R/ x = 0} Dominio = {x B R/ x = -6}
Rango={y@R/y>-6} Rango ={y@R/y >0}
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Practica 9

Dadas las siguientes funciones f(x), encuentra su inversa f'l(x).
1) f(x) = 3 — 5x
2) f(x) = 4x — 4

3) f(x) = 3x— 10

4) f(x) = 1 — 5x
5)  fl)=Z=

6) f(x) — 5x+8
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Sesion 4
Los temas a revisar el dia de hoy son:

1.3.5.3. Funcidn constante, funcion identidad, funcion valor absoluto,
funcion racional y funcién escalonada
1.3.6. Transformacion de graficas de funciones
1.3.6.1. Transformaciones verticales y horizontales
1.3.6.2. Reflexiones respecto a los ejes

1.4. Funciones Polinomiales de grado 0,1y 2
1.4.1. Caracteristicas de una funcion polinomial
1.4.1.1. Notacién
1.4.1.2. Grado de una funcién polinomial
1.4.1.3. Coeficiente principal
1.4.1.4. Dominio y Rango de las funciones polinomiales
1.4.2. Clasificacion de funciones
1.4.2.1. Funciones constantes 6 de grado 0
1.4.2.2. Funciones lineales 6 de grado 1

Funciones Especiales

En lo que ya has visto hasta ahora, seguramente has advertido la gran variedad de
funciones y algunas de sus caracteristicas y propiedades, ahora, verds algunas
funciones especiales las cuales poseen algunas caracteristicas muy particulares, que te

ayudaran a reconocerlas con facilidad.

1.3.5.3. Funcidon constante, funcion identidad, funcién valor absoluto, funcidn

racional y funcién escalonada

Funcidn constante

Este tipo de funcidén, como su nombre lo indica, esta definida por una constante, f(x) =
¢, en donde “c” es un numero de los numeros reales. Su grafica es una recta horizontal

paralela al eje “x”. Observa las siguientes graficas.

y B B y . )
y =f(x)=

< > 4
44 44 44
EL | 3+ 34
2- 2= 2=
ol J y=fx)=0 .

T T - _w_2_3_=1_59 <5_< 4 2 4 U 1 20 3 » €5—4—-3 ERNEI 1

14 X 14 X 14
. il £
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D= {x @ R} D= {x @ R} D= {x @ R}
R={y@R/y=5} R={y@R/y=0} R={yBR/y=-2}

Funcion Identidad

Es la funcion que se define como f(x) = x, este tipo de funcién es la que se obtiene al
hacer la composiciéon de una funcién con su inversa, y has de haber advertido que los
elementos que componen las parejas ordenadas de la funcién identidad son iguales, es

oa . n

decir, el valor de “x” es el mismo valor de “y”.

Al analizar dicha funcion, se observa claramente que pasa por el origen, que tiene una
pendiente igual a 1y tiene una inclinacién de 452.

Observa la siguiente grafica y advierte las caracteristicas mencionadas.

funcion .
identidad ; /’

D={xBR} y R={yER}

37 I Universidad CNCI de México



Taller de Matematicas IV

Funcion Racional

Es la funcidn que se representa mediante el cociente de dos polinomios, del tipo:

f(X)=%;

h(x) #0

Dicho tipo de funciones tiene la particularidad de considerar su denominador como
distinto de cero, por lo cual es necesario obtener los valores de “x”, si hay, para los
cuales dicha funciéon no existe.

Por ejemplo:
2
Ecuacién: J(x)= & _+211
ya T
S f(x) T 11
-8 -52.3 T 11
7 4478 J
6 737.38 = :
5 -30.14 N L
4 23.16 ot
-3 -16.6 . Ly
2 210.75 1
-1 -6.33 | o ——g
0 55 ] RN
1 19 | |
2 Indeterminado 1
3 83 I
4 69.5 l
5 70.3 l
6 74.75 I
7 80.6 I
I
I
|

En este tipo de funciones se generan asintotas, es decir, rectas que toman el valor que
no puede tomar la variable independiente en la funcién.

Dominio={xBR /x # 2}
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Funcion Valor Absoluto

Ya que el valor absoluto representa la distancia del origen a un nimero

aw.,n

x” y que

siempre su resultado es un valor positivo, la funcién valor absoluto se define como

sigue:
X, x=0
fG)=Ix[=§0, x=0
—X, x<0

Y su representacion grafica queda determinada como:

Como ya se menciond, esta funcion
devuelve siempre el valor positivo de un
numero, por lo que su dominio y rango

estan determinados como sigue: (

Dominio = {x @ R}
Rango={yBR/y =20}

Funcion Escalonada

b Y e
>'<

no

fun
valor a

Cior
bso

uto

4
4

5

v

Este tipo de funcidn es una funcién que graficamente estd definida en trozos
constantes en cada uno de los subintervalos donde esta definida.

Asi pues, una funcion escalonada es del tipo siguiente:

A
; 3, —-3sx= -2 °
I 2, —2sx=-1 . *
-1 —1sx<o funcién 5
' escalonada
fix)y= [x‘]{ Q, Osx=1 2
I 1, lsx=z ’
2 2ax =3 £
! S S S S ) S B S S R
L, Isx<4 1T 7Tt 7. ‘
El dominio y rango de la funcién son: 2 = Fo) =14

Dominio={x @R/ -3 <x<4}
Rango={y@R/-3<y<3}
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Practica 10

Dadas las siguientes funciones, obtén el dominio y rango de la misma, grafica e
identifica el tipo de funcidn del que se trata.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

y=-1/2

f(x) = |x*— 1|
y=3

2
flx) = |E
y=7/3x

4y = 4x

1.3.6. Transformacidn de graficas de funciones

Una funciéon f(x) cuando se le agrega o resta un valor constante, asi como su
representacién algebraica se modifica también su representacion grafica inicial,
cambia de diferentes maneras, dependiendo del valor de la constante. Cuando esto
ocurre se le conoce como transformacidon y dicha transformacidon puede ser un
desplazamiento sobre el eje de las “x” o sobre el eje de las “y”.

1.3.6.1. Transformaciones verticales y horizontales

Entonces, dada una funcidn f(x),
al agregarle un valor constante

“w_n

c¢”, con ¢ > 0, se obtiene una
nueva funcién g(x) = f(x) + c, cuya
grafica se desplaza “c” unidades
hacia arriba de la funcion f(x).
Observa la grafica de la derecha.

f(x)[+3

€
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f(X

f(x

9(k) =|x-

En el caso de que se le reste un valor
constante “c”, con c >0, entonces la
nueva funciéon g(x) = f(x) — c se
desplaza “c” unidades abajo de la
funcién f(x). Observa la grafica de la

izquierda.

Este tipo de traslaciones son llamadas traslaciones verticales, éde qué tipo son las

traslaciones horizontales?

En el caso de que dada la
funcién f(x), se le agrega un
valor constante “c” mayor que
cero a

la variable
independiente, se obtiene
como funcién g(x) = f(x + ¢) y
su grafica se desplaza hacia la

izquierda de la funcion f (x).

(@]

(x

+3)7 f(x) =|x

IS

N

-

Observa la grafica de la 5
Y
derecha.
A
[+]
FlheN o 2 | o A = fiy | 2V\E
L7 A e g =x79)
4 A 7\ A
J N/
A NL sy
2

f(x - 3)

En el caso de que dada la funcién
f(x), se le resta un valor constante
“c” mayor que cero a la variable
independiente, se obtiene como
funcién g(x) = f(x — c) y su gréfica
se desplaza hacia la derecha de la
funcién f(x). Observa la grafica de
la izquierda.

Este tipo de traslaciones son llamadas traslaciones horizontales. Si has observado
bien, en las traslaciones, la forma de la gréfica no cambia en ningun caso, solamente,
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cambia de posicion (arriba, abajo, derecha, izquierda), éstas son caracteristicas
propias de la traslacion.

1.3.6.2. Reflexiones respecto a los ejes
Algunas graficas, sobretodo de las que ya has trabajado, a simple vista parece que se
repiten arriba y abajo, izquierda o derecha, esto se debe a una propiedad que poseen

ciertas figuras geométricas la cual es conocida como simetria.

AN A

o]
f(x) = x° . y/r') A\

. \&: [7T)
Si tienes una funcién f(x), su funcidn simétrica \ & /
corresponderia a la funcion g(x) = - f(x), en cuyo
caso también se le conoce como reflexion sobre el :
eje de las “x”. Observa la siguiente grafica de (5—4—3—,— ———5—9
funciones. 4 X

g(x

Si tienes una funcién f(x), su funcién simétrica
corresponderia a la funcién g(x) = f(-x), en cuyo
caso también se le conoce como reflexidn sobre el
eje de las “y”. Observa la siguiente grafica de

funciones. (_4, 1
<€
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Ademas de este tipo de reflexiones, existe otro que trabajaste iniciando este curso, se
trata de una funcién f(x) y su funcién inversa, ambas son simétricas respecto a la
funcidn identidad f(x) = x. Observa la siguiente grafica de funciones.

y

146

Practica 11

Resuelve los siguientes ejercicios y grafica.
1) Obtén la traslacion vertical de 5 unidades positivas de la funcion h(x) = 3x* - 6
2) Determina la funcién de reflexion sobre el eje de las “x” de la funcién f(x) = - x*
3) Desplaza 7 unidades hacia la izquierda de la funciény = 2x* -9
4) Grafica la funcién de reflexion sobre la funcién identidad de g(x) = 4x* — 8x
5) Obtén la traslacién hacia abajo 9 unidades de h(x) = sen x

o, .n

6) Determina la funcién de reflexion sobre el eje de las “y” de la funcién f(x) = 3x°
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1.4. Funciones Polinomiales de grado 0,1y 2

Si recuerdas bien, este tipo de funciones se encuentra clasificado dentro de las
funciones algebraicas, justamente porque se trata de funciones que implican
expresiones algebraicas y en este caso en particular se trata de expresiones
algebraicas polinomiales.

Recuerda que una expresion algebraica es una agrupacién de términos formados por
combinaciones de letras y numeros y separados por medio de signos (+) o (-),

ordenados en forma decreciente.

1.4.1. Caracteristicas de una funcién polinomial
1.4.1.1. Notacion

En el caso de una funcién polinomial, el polinomio que implica esta dado en una sola

o, .n

variable que ha sido igualado a “y” o “f(x)” dandoles forma de ecuacién con el fin de
establecer una relacion.

La notacién de una funcién polinomial expresada en su forma general es del tipo:
n n-1 n-2 2
f(X) =apX +ap-1X + an-2X + ...+ a)X +a1X+4Qqg
en donde a, # 0y “n” pertenece a los enteros positivos.

Ejemplo: 3x* x> +5x—9

1.4.1.2. Grado de una funcién polinomial

En tus cursos anteriores has determinado como el grado de una expresion polinomial
al mayor exponente de las variables que la componen.

Particularmente en el caso de una funcién polinomial ocurre lo mismo, su grado queda
determinado por el mayor exponente que contenga la variable. En el caso de la forma

o _n

general su grado correspondiente es “n”.

Ejemplos: ax” —x* + 3x° = 2x grado: 7
2x* +3x+6 grado: 2
5x+7 grado: 1

En términos generales las funciones polinomiales se clasifican seglin su grado como
sigue:

Funcidn constante f(x)=a Grado 0
Funcion lineal f(x)=ax+b Grado 1
Funcién cuadratica f(x) = ax’ + bx + C Grado 2
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| Funcién cubica | f(x) = ax® + bx® + cx + d | Grado3 |

No todas las funciones presentan todos los términos que corresponderian segun su
grado, algunas presentan hasta sélo un término.

1.4.1.3. Coeficiente principal

El coeficiente principal de una funcién polinomial corresponde al numero que
acompafia al término de mayor exponente, es decir, aguel que contiene el grado
mayor. Si la expresidén esta ordenada en forma decreciente, entonces el coeficiente

principal se encuentra ubicado en el término llamado inicial.

Asi mismo, el término que no posee variable y el cual regularmente se encuentra al
final se le conoce como término constante o término independiente.

grado

+6x2-7x+8ﬁ
! )

término
constante

coeficiente
principal =

término
inicial
Ejemplos:
Funcion Grado Coeficiente principal Término constante
f(x) = 5x° — 8x° + 14 6 5 14
f(x) =x"+6 2 1 6
f(x) = 7x* + 5x° — 9x° 4 7 0

1.4.1.4. Dominio y Rango de las funciones polinomiales

Si analizas la ecuacién de una funcién polinomial advertirdas implicitamente que la
variable independiente no se encuentra restringida de ninguna manera, por lo que
libremente puedes determinar que ésta puede tomar cualquier valor de los numeros

reales.

Lo anterior queda simbolizado de la siguiente manera:
DominioD={xBR/-c0c<x< oo}

El rango de la funcidon queda determinado segun sea la funcién (constante, lineal
cuadratica, etc.)

Practica 12

I.- Completa correctamente la siguiente tabla segln corresponda.
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. Coeficiente Término -
Funcion Grado - Dominio Rango
principal constante

f(x) = 2x° —=x + 7

y:4x3+6x2—x

g(x)=3x+11

y=x3—5x+6

h(x) = 7x* —6x + 1

y:x4—7x+2

f(x) = x°

y=x6+5

.- Realiza la grafica de cada una de las funciones anteriores.

1.4.2. Clasificacion de funciones

Dentro del mismo conjunto de funciones polinomiales se encuentran algunas que
pudieran clasificarse segun algunas caracteristicas que poseen en particular, por
ejemplo, las funciones polinomiales que se clasificaron segln su grado.

1.4.2.1. Funciones constantes 6 de grado 0
La funcidn constante la analizaste en el bloque anterior como una de las funciones que
integran el conjunto de funciones especiales.

Este tipo de funcion pertenece a las funciones polinomiales, en donde el grado de
dicha funcion corresponde al valor de cero, ya que no posee ninguna variable
independiente sino que siempre se mantiene con una valor constante para todo valor
del eje de las “x”.

Como su nombre lo indica, esta definida por una constante, f(x) = cx’, en donde x°=1y
“n

¢” es un numero de los numeros reales. Su grafica es una recta horizontal paralela al
eje “x”. Observa las siguientes graficas.

y oo y y
< A _y=x= > N N
44 n 4d
3d 34 34
2 - 2= 2 -
14 il y=f(x)=0 N
(5 T R T G s 2_3_4_59 €s { 4 2 41 X 1 2 3 4 }> <5 BT W T (R TERE P

14 X 14 X 14
24 24 <
34 -3 3
al N il y=f(x)=-2
5 = -5 - S =
A 4 A '4 v

D= {x @ R} D= {x[@ R} D= {x @ R}

R={y@R/y=5} R={y@R/y=0} R={y@R/y=-2}
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Como podras observar el dominio de las funciones constantes siempre corresponde al
conjunto de los numeros reales.

Mientras que el rango de dicho tipo de funciones se mantiene siempre constante
segun esté definida la funcion.

1.4.2.2. Funciones lineales 6 de grado 1

Como el titulo lo indica, una funcion polinomial de grado 1 es considerada como una
funcion lineal o de primer grado, debido a que su grafica representa siempre una linea
recta.

Asi pues, una linea recta estd definida como un lugar geométrico formado por un
conjunto de puntos continuos que siempre mantienen la misma direccién o
inclinacion.

En su forma general la expresidon que representa una funcidn lineal es la siguiente:
f(x) = ax + ag

Su forma algebraica es similar a la ecuacién pendiente-ordenada al origen de la recta,
determinada bajo la siguiente expresion:

y=mx+b

en donde los parametros m y b corresponden respectivamente a la pendiente y la
ordenada al origen.

La grafica de una funcion lineal queda determinada mediante una linea recta como te
lo muestra la siguiente imagen.

Parametros de la funcion lineal

En la funcién f(x) = 3x + 7, los
parametros que intervienen son
claramente la pendiente (m) y la
ordenada al origen (b).

La pendiente (m) indica la inclinacion

de la recta, en este caso en particular

m = 3, que corresponde al coeficiente <
de la variable independiente.

La ordenada al origen b = 7, indica el
cruce de la recta con el eje de las “y”.
Dicho valor corresponde a la Unica raiz |

que posee la funcidn lineal. -104
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Dichos parametros (m y b) influyen de cierta manera en el comportamiento grafico de
una funcidn lineal. Observa las siguientes graficas.

v v

f(x) = 8x/5 f(x)=(8x—-4)/5
m = 8/5 m = 8/5
b=0 b=-4/5

La pendiente en este tipo de funciones es positiva, por tal razén la grafica pasa por el

primer cuadrante}yx)rma un angulo agudo. YA
6 6 3
5 5 4
¢ (-3, 3.125)" "
-3 1.875)2 '

—— ———P X

N kL N (5, -1.875)
\ v

f(x) =-5x/8 f(x) = (-5x +10) / 8

m =-5/8 m=-5/8

b=0 b= 5/4

La pendiente en este tipo de funciones es negativa, por tal razén la grafica pasa por el
segundo cuadrante y forma un angulo obtuso.

Dominio y Rango de la funcidn lineal
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Como podréas observar en la grafica de la funcion lineal, tanto el dominio como el
rango de las rectas corresponden al conjunto de los numeros reales, y esto sera valido
para toda funcién lineal implicitamente. Por lo que:

Dominio D={xEBR/-o0o<x< oo}
RangoR={yR@R/-o0<x< oo}

Pendiente como razén de cambio en una funcidn lineal

En sesiones anteriores analizaste la inclinacion de una recta en el plano cartesiano,
dicha inclinacién la conoces como la pendiente de la recta, ademas, trabajaste dicha
pendiente como la razén de cambio, es decir, el cambio vertical (elevacidén) en razén
del cambio horizontal (desplazamiento).

La pendiente o razén de cambio estd dada en funcién de dos puntos por donde pasa la
recta bajo la siguiente forma:

Y,—y _  elevacion X, %%

m = =
x,—x, desplazamiento

A través de la cual lograste obtener el angulo de inclinacién de la recta en el plano
segun la formula siguiente:

m=tan«
-1
a=tan m
Ejemplo: y
7 =
6 =
De Ila siguiente grafica 51 (3,4-8)
determina la pendiente y el “1
angulo de inclinacién de la |
recta. o |
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De la formula de la De la férmula del
pendiente de la recta: angulo de inclinacion:
m=22"N
. X, =X . — tan”!
Sustituye los valores _23 214 q Sustituye el valor & =tan m
correspondientes: = ‘2 3‘ de la pendiente:
. ., _ -1
Simplifica:  m _-8 Aplica Ia.funC|on a =tan (1.6)
-5 tangente inversa:
jListo! m=1.6

jListo! a=57.9946°

Variacion directa
Este tipo de funciones lineales, segin sea su pendiente, su grafica es continua
creciente (pendiente positiva) o continua decreciente (pendiente negativa).

En el caso de la funcion y = mx + b se pueden presentar tres casos:

a) Sib =0, la funcién se denomina funcion lineal o de proporcionalidad directa.
Su gréfica pasa por el origen. Estas funciones relacionan dos variables
directamente proporcionales.

b) Si my b son distintas de cero, la funcién se llama funcion afin.

c) Sim=0, la funcién es constante y su grafica corresponde a una recta paralela al
eje de las “x”.

El tipo de ecuaciones como la del inciso a), se utiliza mucho para representar modelos
matemadticos de situaciones reales, por ejemplo: el salario de un trabajador depende
de manera directa de la cantidad de horas trabajadas, es decir, mientras mds horas
trabaje mas alto serd su salario, esto no es otra cosa sino una variacién directa.
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Practica 13

Obtén el valor de la pendiente, el dngulo de inclinaciéon, el valor de la ordenada al
origen y realiza la grafica de cada una de las siguientes funciones lineales. Indica cudles
de entre ellas se pueden identificar como variaciones directas.

1) 2y+6x—4=0

2) 3x+5=y
3) 6x—2y=9
4) x—-y=-2
5) 7x+y=3
6) x—4y= 2
7) 3x—-2y=8
8) y+7=0

9) 3y-5=4
10)2x—-3y =9
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Semana 2
Sesion 5
Los temas a revisar son:

1.4.2.3. Funciones cuadraticas o de segundo grado

1.4.2.3. Funciones cuadraticas o de segundo grado

La forma general de una funcion cuadratica (funcion polinomial de segundo grado)
esta determinada bajo la siguiente forma:

y=f(x)=ax’+bx+c
en donde a, b y ¢ son constantes elementos del conjunto de los nimeros realesy a # 0.

La grafica que representa dicha funcién cuadratica es una parabola que abre sobre el

o, .n

eje de las “y” hacia arriba (si a es positiva, a > 0) o hacia abajo (si a es negativa, a < 0).

a>0

a<o0

¢A gqué se debe que algunas parabolas estan mas expandidas que otras?

Dominio y Rango de la funcién cuadratica

Su dominio corresponde al conjunto de los nimeros reales cuando éste no estd
definido, el rango lo obtienes una vez que hayas calculado la ordenada del vértice
(ordenada al origen).

Raices de la funcidn cuadratica
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Ya que se trata de una funcién de segundo grado, el exponente indica el nUmero de
raices que posee dicha funcién, en este caso, dos raices. Dichas raices corresponden a
los valores en los cuales la grafica se intercepta con el eje de las “y”.

Para obtener dichas raices, si existen, aplicas los siguientes pasos:
a) lguala a cero la ecuacién ax’ +bx+c=0
b) Resuelves usando cualquiera de los siguientes métodos:
e Factorizaciéon
e Fdérmula general
e Completar trinomios cuadrados perfectos

Factorizacion
f(x) = 5x* — 25x + 30

12 Iguala a cero la funcidn
5x*—25x +30=0

29 Divide entre 5 toda la ecuacion.
X*—5x+6=0

32 Factoriza
(x=3)(x—2)=0

42 |guala a cero cada binomio y despeja “x”
x—3=0 x—2=0
x=3 x=2

Formula General
f(x) = 4x* + 5x + 1

19 Iguala a cero la funcién
4x*+5x+1=0

22 |dentifica las constantes a, b y c.
a=4,b=5yc=1

392 Sustituye dichos valores en la férmula general

x:—bi\/bz—4ac

2a

_=5% V5 = 4(4)()

- 2(4)

42 Simplifica
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_—5%25-16
8
~5+3

X =

52 Separa en §os raices

-5+3 =2 1

_xlz = ——

8 8 4

o, =273 T8
8 8

Completar cuadrados
f(x) = 4x* + 8x— 1

12 Iguala a cero la funcion
4%° +8x—1

22 Despeja el término constante
4x° +8x =1

32 Divide entre 4
X2 +2x=Y

42 Divide entre dos y eleva al cuadrado el coeficiente de “x”
(2/2)*=1

52 Agrega tu resultado a cada miembro de la ecuacién.
XC+2x+1=%+1

62 Factoriza y simplifica
(x+1)%=5/4

72 Iguala a cero
4(x +1)*-5=0

La obtencion de las raices de este tipo de ecuacién lo veras enseguida.

Forma estandar de la funcidn cuadratica
Como ya lo viste anteriormente, la ecuacién de una funcién cuadratica estd dada bajo
la siguiente forma:
y=f(x)=ax’+bx+c
en donde a, b y c son constantes elementos del conjunto de los nimeros reales y a # 0.
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e Sihacesa=1, b =0y c =0, tienes la forma mas simple de la funcién
cuadratica:
f(x) = x*

cuya grafica es una pardbola con vértice en el origen del plano cartesiano y cdncava
hacia arriba.
e Ademas, la funcién cuadratica puedes expresarla en su forma estandar,
completando el trinomio cuadrado perfecto, bajo la siguiente forma:

f(x) =a (x - h)? +k
su grafica es una parabola con vértice en V(h, k) y es concava hacia arribasia >0y

concava hacia abajo sia < 0.

Observa las siguientes graficas:

Ys

> \/ y
0 - B - 4 6 8 10
‘o) TV 7@l X 1
(-1,-8) o 1
4 ) 1
-6 ‘»9 8 -7 6 5 4 -3 -2 10 1 2 3 4
N
v v

Parametros de la funcion cuadratica
A través de la forma estdndar puedes obtener el vértice y el eje de simetria de una
funcién cuadratica:

a) El vértice de una funcidon cuadratica lo obtienes mediante las siguientes

férmulas:
-b __ 4ac-b?

X =
2a 4a

b) El eje de la parabola con el cual presenta simetria es una recta paralela al

eje de las “y” y su valor esta dado por la recta: x = Py
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c) Las raices de una funcién cuadratica en su forma estdndar se obtienen

. . ,—k
igualando a cero la ecuacién: x = + — + h

Ejemplo:
Del ejercicio anterior: f(x) = 4x* + 8x— 1
f(x) =4(x + 1)* =5

1) Para determinar el vértice correspondiente a dicha parabola:

a) ldentifica las constantesa, by c
a=4,b=8yc=-1

b) Sustituye dichos valores en la férmula correspondiente para obtener las
coordenadas del vértice de la parabola.

b I =1

X =2 X = 2(4) X=
_ 4ac—b? _ 4(4)(-1)-82 _ —80
T 4a - 4(4) Y =T

Por lo tanto, las coordenadas del vértice de la parabola son V(-1, -5).

2) Para obtener las raices de la funcion cuadratica, f(x) =4(x + 1)> -5

a) Obtén los valores necesarios a partir de la ecuacion en su forma estandar.
a=4,h=-1yk=-5

b) Sustituye los valores correspondientes en la siguiente férmula:

x=i\/¥+h x=i/$+(—1) x=+V125-1

x;=11-1=0.1 x=—-1.1-1=-2.1

Maximos y minimos

Si tienes una funcién estandar f (x) = a (x — h)® + k, el valor maximo o minimo de f(x)
ocurre cuando x = h.

Del ejemplo anterior se sigue que:

x =-1, es el valor minimo de la funcién cuadratica.

Practica 14

.- Grafica las siguientes parabolas, encuentra sus raices y las coordenadas de su vértice
por el método que prefieras, ademas indica si la parabola tiene maximo o minimo.

1) y=x*+5x-6

2) y=—x*+5x-6
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3) y=4x2+7x—2
4) y=5x2+5x

5 y=—x*+36
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Sesion 6

Los temas a revisar son:
1.5. Funciones Polinomiales de grado 3y 4
1.5.1. Caracteristicas de una funcién polinomial de grado 3y 4
1.5.2. Comportamiento grafico de las funciones polinomiales grado 3y 4
1.5.3. Raices (ceros) reales de funciones polinomiales de grado 3y 4

1.5. Funciones Polinomiales de grado 3y 4

El comportamiento de la gréfica de las funciones polinomiales, como lo has estado
advirtiendo hasta el momento depende directamente de su grado y coeficiente
principal.

Las funciones polinomiales de grado 3 y 4, a diferencia de las funciones anteriores,
requieren de un método especifico para la obtencién de sus raices cuando no son
factorizables.

Te reto a advertir la forma de encontrar las raices de funciones polinomiales mayores
de 4 grados, a partir de lo que veras a continuacion.

1.5.1. Caracteristicas de una funcién polinomial de grado 3y 4

Al igual que las funciones polinomiales de grado 0, 1y 2, esta clase de funciones posee
también su grado, coeficiente principal, término independiente, su dominio y rango, la
siguiente tabla muestra un ejemplo de una funcién de grado 3 y una de grado 4 con
sus respectivos pardmetros, una vez que hayas advertido su particularidad, completa
el cuadro para la segunda funcion adjunta.

Funcidn Grado Coe.f|C|-ente fermino Dominio Rango
principal constante
1) f(x) =-2x> x>+ 7 3 -2 7 reales reales
2)y=2x+8x-3
3)g(x)=3x*+ 113 -5x* + 1 4 3 1 reales [-98, +o0)
4)y=-3x"+x

1.5.2. Comportamiento grafico de las funciones polinomiales grado 3y 4
Una caracteristica que puedes advertir facilmente en este tipo de funciones es que la
grafica de las funciones polinomiales siempre es continua, es decir, no tiene

interrupciones. Analiza particularmente las funciones de grado 3 y 4.

Funciones de grado 3
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Para advertir la forma general que tiene una funcion polinomial de grado 3 en el plano
cartesiano, es importante que traces algunas graficas con parametros diferentes.

Las funciones que tienen la grafica mas sencilla son las llamadas monomios
(polinomios de sélo un término) del tipo: f(x) = x", en donde n > 0.

Observa el comportamiento grafico de la funcién cubica al modificar sus parametros.

f(x) = x3
10 -

8

6
4 -
2

D

f(x) = x3 + x2
10 -

8 -

10 -

Observas que la grafica de cualquier funcién cubica con el coeficiente principal
positivo, tienen la misma forma, crecen al infinito a la derecha y decrecen al menos

infinito a la izquierda.

Cuando cambias de signo el coeficiente principal de la funcién polinomial cubica,

f(x)=-x3

-B

-10 -

f(x) = x> - x2
10+
8 -

f(x) = x>+ x%-x

NEVCEP

la grafica cambia completamente, la invierte, efecto que no ocurre al cambiar de signo
cualquier otro coeficiente de los términos que componen la funcién cubica.

El cambiar de signo cualquier coeficiente (excepto el coeficiente principal) de la

funcién polinomial modifica la grafica inicial, pero sin invertirla.
Observa la grafica inicial y modificada en el mismo plano.
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f(x) = x° f(x) = x> + x? f(x) = x° + x% + x
fix) = —x3 f(x) = x> — x f(x) = x* + x* — x

Si a la funcién polinomial cubica inicial le agregas o restas una constante, la grafica
cambia segun sea el caso, observa con atencion.

f(x)=x°+8 f)=x>+x2+6 f(x) = x% + x2+ x - 2

D
D

-

18 8 8 I
16 16 I & l
o
14 / 4 / 4 /
12 / 12 / > /
10 10 /
/ L
(=] _-J 8 =
3 -2 - 2
/6 e~ s
/ / g
4 4 / =
l 2 o 6
[ : :
-3 J? B e ] P -3 l_ o ) 10

Observas que la grafica de las funciones cubicas se traslada verticalmente hacia arriba
o hacia abajo segun fue la constante.

¢Qué ocurre si multiplicas la funcidn inicial por una constante?
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f(x) = 3x® f(x) = x3 + 3x? f(x) = x3 + x2 + 3x
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En este tipo de graficas observas que mientras mayor sea la constante multiplicativa, la
silueta de la grafica sera menos pronunciada, excepto en el caso de la funcién con
aumento en la variable cuadratica.

Una particularidad de la funcién cubica es que al ser su grado impar, contiene en su
dominio como en su rango numeros que van desde - oo hasta +oo,

éQué ocurre con las funciones de grado cuatro?

Funciones de grado 4

Para advertir la influencia de los parametros en la grafica de las funciones polinomiales
de grado cuatro, es necesario, al igual como lo hiciste con las funciones polinomiales
de grado 3, hacer pruebas modificando los parametros de algunas funciones.
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Observa las siguientes graficas.

fx) = x* f(x) = - x* f(x) = x4+ 8 f(x) = 9x4
\ "+ 1 e
\ 1 : \ 1 :
\l ] |/ i \ 1 1] .
\ 2 / 2 \ 12 II \ /
e Y 1 J V
3 ol () - - .
4 4 \ :’ .
: [l.] : :
8 I 8 \ .
10 I 10 \ 3 -p - 0

La gréfica de las funciones de grado cuatro se eleva sobre la izquierda y la derecha, es
decir, crecen en ambos lados, a excepcién de aquella cuyo coeficiente principal es
negativo, decrece en ambos lados.

Con las gréficas de las funciones polinomiales de grado dos ocurre algo semejante, élo

recuerdas? Observa la funcién cuadratica y la de grado 4 en el mismo plano, ademas
advierte el comportamiento de las funciones lineal y cubica.

\ | . I
\ I

I
|/

103
1

[a:]

»
—

S

- el
My w
N R

; 3 >0 >
/
-2 S| 2 / 6
f(x) = x2 f(x) = X
f(x)= x4 f(x)= x?

Ya lograste identificar que las funciones pares (2 y 4) tanto del lado izquierdo como
derecho son ambas crecientes, y que las funciones impares (1 y 3) son crecientes del
lado derecho y decrecientes del lado izquierdo. Esto ocurre cuando los coeficientes
principales son positivos.
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1.5.3. Raices (ceros) reales de funciones polinomiales de grado 3y 4

Las raices reales de una funcidon se obtienen cuando la funcién se hace 0, es decir
f(x) = 0, en algunos casos son faciles de apreciar en el plano cartesiano como las que se
muestran a continuacion.

fx) = x+1 fix)=x2-8
5 -
4 - -4
| ) ) )
1 23
f(x)=x3 + x2
1 49
3 -
0,5 h 2 4
TN 1
1,5 4 0,5 D 0,5 1 ——>+—X%— ¢ )
2 11 1 2 3
0,57 1 4
24
[
3 raices 4 raices

a.,n

Las raices se logran apreciar en cada cruce que tiene la grafica con el eje de las “x”, y
como has notado, el numero de raices de cada funcidon corresponde al grado de la
misma.

Caracteristicas de la raiz de una funcion: Considera a la constante “a” como el cero o
raiz de una funcién, siendo a > 0 y elemento del conjunto de los nimeros reales.
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Segun las propiedades de la raiz se cumple lo siguiente:

1) x=a esun cero o raiz de la funcién f(x)

2) x=a esuna solucion de la ecuacidn polinomial f(x) =0

3) (x—a) esun factor de la funcién polinomial f(x)

4) (a, 0) es unainterseccion en el eje de las “x” de la grafica de f(x)

La obtencidon de dichas raices te ayuda a identificarla con facilidad y ademas, a trazar
un bosquejo de la grafica de la funcidn polinomial de manera mas practica y rapida.

Este método lo puedes emplear cuando la funcion polinomial cubica carece del término
independiente.

Ejemplo:
Encuentra los ceros de la funcion f(x) = x> + 3x* + 2x vy traza su grafica.

Para obtener las raices de esta funcidon polinomial, puedes realizarlo utilizando la
factorizacién por el método de factor comun, asi que obtienes lo siguiente:

Recuerda que las raices se obtienen cuando f(x) = 0 entonces iguala a cero la funcién
dada:

3 2
X +3x"+2x=0

Identifica el factor comun:
X (xX*+3x+2)=0

Factoriza la funcién cuadratica:
x(x+2)(x+1)=0

Iguala a cero cada factor y despeja “x” en cada caso:
X1=0

Xx+2=0 X3 =-2

x+1=0 x3=-1

Para trazar un bosquejo de la grafica, sabes que las raices de la funcidon polinomial
cubica indican los cortes con el eje de las “x”, ademas, como anteriormente lo
aprendiste, una funcién cubica con coeficiente principal positivo crece al infinito a la
derecha y decrece al infinito a la izquierda.
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De tal manera que su grafica resulta la siguiente:

f(x) = x> + 3x% + 2x
3 4

2

1 4

)

Practica 15

I.- Encuentra las raices de las siguientes funciones polinomiales, traza su respectiva
grafica marcando sus raices, enuncia el dominio y rango de cada funcion.

1) f(x)=2x+x-15

2)  f(x)=11x+30

3)  h(x)=x*+5x-6

4) g(x)=7x+35

5)  y=12x*+10x-12
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Sesion 7

Los temas a revisar son:
1.5.4. Raices (ceros) racionales de funciones polinomiales de grado 3y4

1.5.4. Raices (ceros) racionales de funciones polinomiales de grado 3y 4

Las ecuaciones que no pueden ser factorizables indican que no todas las funciones
polinomiales tienen raices reales, existen varios métodos que pueden mostrarte el tipo
de raices que posee tu funcién polinomial.

Uno de ellos es la llamada prueba del cero racional, la cual relaciona todas las raices
racionales posibles de un polinomio involucrando el coeficiente principal y el término
independiente.

Dada una funcién polinomial de la forma: f(x) = a,x" + an X" o, +axX’ +aX + ap, con
los coeficientes enteros de la funcién, entonces, todos los ceros racionales de la
funcidn tienen la siguiente forma:

Raices racionales— 2 — factores del término independiente

q  factores del coeficiente principal

P vy q no tienen factores comunes distintos de 1y p
Ejemplo 1:
Encuentra las raices de la funcion f(x) = 3x> — 14x% + 7x + 4

Para aplicar esta prueba, primero haces una lista con todos los factores del término
independiente: p = {1, 2, 4}

Luego haces una lista con los factores del coeficiente principal: 4 = {1, 3}

Ahora, las posibles raices racionales son

pP_ i{l 1,2, 4}
o 3 bt ] 3 bR

q 3

Ya que obtuviste las posibles raices de la funcién polinomial, tienes que averiguar
cuales de ellas si lo son. Lo anterior lo puedes resolver de distintas formas.

Una forma es evaluando cada posible raiz en la funcidn inicial, y la que satisfaga la
igualdad esa es raiz.
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Si usas esta opcidn te resulta lo siguiente:

33 —14x*+7x+4=0 x=1
Sustituye 3(1)>-14(1)°+7(1)+4=0
Desarrolla 3-14+7+4=0
Simplifica 0=0

Por lo tanto, x; = 1 es una raiz de la funcion.
Lo mismo tendrias que hacer para cada una de las posibles raices y conocer las que
hacen cero la funcién. Esto te tomaria muchisimo tiempo.

Otra forma es que habiendo encontrado una raiz, obtengas un factor y realices la
divisién correspondiente con la funcidn inicial, es decir:

De la funcién polinomial f(x) = 3x® — 14x*> + 7x + 4 obtuviste la raiz x = 1, el factor
correspondiente es (x — 1), por lo que divides la funcién f(x) entre (x — 1).

Por lo tanto, la funcién inicial puede 3x2—1lx—4
expresarse en su forma factorizada x_1>3x3 —14x* +7x+4
como sigue: 5 5

—3x +3x
f(x) =3x> - 14x* + 7x + 4 —11x* +7x+4

— (v — 2 _ _

f(X) = (X 1) (3X 11X 4) 11x2 _llx
Para obtener las raices faltantes sélo te —4x+4
gueda factorizar la expresién cuadratica, Ax—4
puedes resolverlo por el método que 0

mejor te convenga.

Entonces, 3x* — 11x — 4 = 0 se factoriza como (3x+1)(x—4)=0
Iguala a cero cada factor 3x+1=0 x-4=0
despeja “x” x;=-1/3 X3=4

Por lo que las raices de la funcién polinomial f(x) = 3x® — 14x* + 7x + 4 son:
x1=1,%x=-1/3,x3=4

La divisidn sintética es muy practica y util para la obtencién de las raices de una
funcion polinomial, ésta consiste en tomar los coeficientes de cada término de la
funcién acomodados en forma decreciente.
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De la funcién polinomial f(x) = 3x> — 14x* + 7x + 4 acomodas los coeficientes y tomas
una de las posibles raices Pzi{1,1’2,2,4,4
q 37773773
Acomoda los coeficientes: Posible raiz

3 —-14 7 4‘1

22 Baja el coeficiente principal:

3
32 Multiplica el coeficiente principal (3) por la raiz (1) y colécala bajo el segundo
coeficiente:

3y1o3 ST 4 ‘ 1
3
42 Suma o resta la segunda columna: 3 3 —-14 7 4 1
s
3 -11

52 Multiplica tu resultado por la raiz y ponla bajo el tercer coeficiente:
3 -14 7 4 1
3 -11
3 —11

62 Continua asi con el resto de los coeficientes:
3 -14 7 4|1
3 -11 -4 ‘
3 —-11 -4 0

Cuando el residuo te resulta cero, indica que el numero si es raiz, si es diferente de
cero concluyes que no lo es.

En este caso ya que obtuviste una raiz, los numeros que te resultaron al final de la
division sintética corresponden a los coeficientes de una expresidn cuadratica, factor
de la funcién polinomial, es decir:

f(x) = f(x) = (x— 1) (3x* — 11x — 4)

Teniendo la funcion cuadratica sélo factorizas para obtener el resto de las raices. Este
ejercicio ya se resolvio.

Nota: este método puede ser aplicable incluso cuando la funcién polinomial cubica
carece de algln término en su ecuacion.
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La grafica de dicha funcién polinomial clubica corresponde a la siguiente.

f(x) = 3x3 - 14x2 + 7x + 4

Ejemplo 2:

Encuentra las raices de la funcion f(x) = 4x* — 28x> — 76x* + 28x + 72

. 4 2
Haz f(x) = 0, es decir: 4x™ — 28x3 — 76x*> + 28x + 72 = 0, luego, como todos sus
coeficientes son divisores entre cuatro, divides todo entre ese nimero y te resulta, lo
anterior es para simplificar la obtencidn de las raices y evitar con cifras enormes:

X —7x3—19x* + 7x + 18
Obtienes los factores del término independiente y del coeficiente principal:

Factores del término independiente: p={1, 2, 3, 6, 9,18}
Factores del coeficiente principal: q={1}

Por lo tanto, las posibles raices son: 2 =+{1,2,3,6,9,18}
q

Realizas la primera prueba con -1

1 -7 -19 7 18| -1
-1 8 11 —-18
1 -8 -11 18 0

Como el residuo resulté ser igual a cero, la raiz es vélida, ahora, con los coeficientes
resultantes te queda una ecuacidn cubica:

X —8x°—11x+18=0
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Para conocer sus raices aplicas nuevamente la prueba de la divisidon sintética, pero
primero obtienes sus posibles raices:

Factores del término independiente: p={1, 2, 3, 6, 9,18}
Factores del coeficiente principal: q={1}

Por lo tanto, las posibles raices son: 2 =+{1,2,3,6,9,18}
q

Aplicas la prueba para la raiz 1

1 -8 -11 18 1
1 -7 -18
1 -7 -18 0

Como el residuo es cero, la raiz es valida y tu expresién resultante es un polinomio
cuadratico por lo que puedes factorizar para obtener las dos raices faltantes.

De la ecuacion x> — 7x — 18 = 0, factorizas dicho trinomio cuadrado perfecto y obtienes:
x*—7x—18=(x—9) (x+2)=0

Igualas a cero cada factor y despejas “x”, entonces:

x—=9=0 X+2=0
Xx=9 X=-2

Concluyes que las raices o ceros de la funcién polinomial cuadrica:
f(x) = 4x* — 28x> — 76x% + 28x + 72
son:X1==-1,%X=1,%X3=9, X4=-2

Su respectiva gréfica es la siguiente:
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f(x) = 4x* - 28x°- 76x% + 28x + 72

-600

1100

1600

2100

-2600

-3100

-3600

Practica 16
Encuentra las raices de las siguientes funciones polinomiales, traza su respectiva
grafica marcando sus raices, enuncia el dominio y rango de cada funcién.

1) f(x)=2x>+13x*-36

2)  f(x) =6x"+11x° - 94x* + 11x + 30

3) h(x)=2x*+5x°—-x—6

4)  g(x)=6x*—19x> - 65x” + 43x + 35

5)  y=6x"-31x-32x*+11x+6
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Sesion 8
Los temas a revisar el dia de hoy son:

2. Funciones polinomiales factorizables
2.1. Teorema del residuo
2.2. Teorema del factor
2.2.2.Raices (ceros) racionales de funciones polinomiales
2.3. Teorema fundamental del algebra
2.4. Teorema de la factorizacion lineal

2. Funciones polinomiales factorizables

Ya aprendiste a obtener las raices reales o racionales de una funcién polinomial de
grado 3 y 4, iqué ocurre con las funciones de grado mayor a cuatro? ¢Cémo podrias
obtener sus raices de forma practica?

Es importante que sepas que no todas las funciones polinomiales de grado mayor a
cuatro pueden ser factorizables, tampoco, las funciones de grado menor igual a
cuatro.

Algunos métodos que ya trabajaste antes te ayudaran para la solucién de funciones
polinomiales de grado mayor a cuatro.

2.1. Teorema del residuo

“Si un polinomio f (x) se divide entre el binomio x — a, donde a es cualquier nimero
real o complejo, entonces el residuo es f(a)”.

Ejemplo:
Divide f(x) = x* + 2x + 3 entre el binomio x + 1

Solucién: Cociente

x+1 :

Divisor |l 2x+3 ¢ Dividendo

2

—-x"—x
x + 3
—-x —1

2 | g@mmm Residuo
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El resultado lo puedes escribir de la siguiente forma:

Dividendo Cociente Residuo
x242x+3 2 ~
- = (x+1) +

X

+1 x+1
—y— —
Divisor /

El teorema del residuo se cumple en la divisién anterior, en este ejemplo a=-1, porlo
que al evaluarla en la funcién obtienes lo siguiente:

f(-1) = (-1)*+2(-1)+3=1-2+3=2

Existe una forma mds abreviada y prdctica para realizar la division, es la famosa
division sintética, la cual consiste en lo siguiente:

Eiemplo:
Divide f(x) =—5x + x* + 4x° + x* entre el binomio x + 2
Solucion:

Antes de resolver el ejercicio a través de la division sintética, ordenas en forma
decreciente la funcion, segun los exponentes de la variable independiente.

Obtienes asi lo siguiente: f(x) = x* + 4x> + x> — 5x, y ahora, si aplicas la divisién sintética
como sigue:

1. Acomoda los coeficientes — | 4 1 -5 0| -2 raiz €=

2. Baja el coeficiente principal —_—

Nota: como no hay término independiente se coloca un cero en su lugar.

3. Multiplica el coeficiente principal (1) por la raiz (—2) y coldcala bajo el segundo
coeficiente:

(1)(=2) =-2 — -2

_—
N

t
N
=5

o
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4. Suma o resta la segunda columna:

5. Multiplica tu resultado por la raiz y ponla bajo el tercer coeficiente:

1 4 1 -5 0]-=-2
-2 -4
1 2 -3
6. Continla asi con el resto de los coeficientes:
1 4 1 -5 01|-2
-2 -4 6 -2
P R—
Residuo 1 2 —3 -2

Los resultados de la divisidn sintética corresponden a los coeficientes del cociente que
resulté de la division.

) <j Residuo

1 2 1
Grado de las variables: X3 @ X Término constante

El resultado que obtuviste lo expresas de la siguiente manera:

x* + 4x3 4+ x% - 5x 2
=x3+2x*-3x+1—-———
x4+ 2 x4+ 2

Comprueba tu mismo que el teorema del residuo se cumple en esta funcidn
polinomial.

Practica 17

I.- Usando la division normal o division sintética realiza las siguientes divisiones entre
polinomios y al final verifica que se cumpla lo establecido por el teorema del residuo.

Dividendo Divisor
1) f(x) = 4x® — 5x? + 3x — 15/4 4x -5
2)f(x) =6x>+ 10x* +x + 8 2x2 + 1
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3) f(x) = x* — 3x* - 1 X2 +2x -3
4)f(x)=x"+3 X2 —1

5) f(x) = x* — 2x3 + 4x* — x + 1 x—2

6) f(x) = 4x> — 52x + 169 2x —13
7) f(x) = 6x* — x> — 37x* + 21x — 40 2x-5

8) f(x) = x° — 64 x*-8

9) f(x) = — 14x*+ 71x + 33 —-7x-3
10) f(x) = x> + 2x — 35 X+7

2.2. Teorema del factor

“Cuando un polinomio f(x) se divide entre un binomio x — c y su residuo es cero,
entonces podemos afirmar que c es raiz del polinomio, es decir, el residuo r =f(c)=0".

Ejemplo:

Demuestra que los binomios (x — 1) y (x + 3) son factores del polinomio f(x) = 2x*

+x3—14x*+5x + 6.
Solucién:

Las raices a probar son: x = 1 y x = =3, utiliza la division sintética para demostrar lo
anterior.

Conx=1 2 1 -14 5 6|1
2 3 -11 -6
7 3 11 -6 1 o <:ZI Residuo

Conx=-3 2 1 -14 5 6|-3
-6 15 -3 -6
2 -5 1 2 | o<~ Residuo

Como en ambos casos el residuo es cero, ambas son raices de la funcién f(x).
De los dos teoremas anteriores puedes concluir lo siguiente:

a) Elresiduoreselvalor de fen el punto a. Es decir, r = f(a).
b) Sir=0, entonces x—a es un factor.
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c) Sir=0, aesun cero de la funcién f(x), es decir, (a, 0) es una interseccion de la
grafica de f(x).

2.2.1. Raices (ceros) racionales de funciones polinomiales

No todas las funciones polinomiales tienen raices reales, existen varios métodos que
pueden mostrarte el tipo de raices que posee una funcion polinomial.

Uno de ellos es la llamada prueba del cero racional, la cual relaciona todas las raices
racionales posibles de un polinomio involucrando el coeficiente principal y el término
independiente.

Dada una funcidn polinomial de la forma: f(x) = a,x" + anaX" +a +ax+ ap, con
los coeficientes enteros de la funcidén, entonces, todos los ceros racionales de la
funcién tienen la siguiente forma:

Raices racionales— 2 — factores del término independiente

q  factores del coeficiente principal

py g no tienen factores comunes distintos de 1y p

Ejemplo:
Encuentra las raices de la funcion f(x) = 3x> — 14x* + 7x + 4

Para aplicar esta prueba, primero haces una lista p={1,2,4}
con todos los factores del término independiente:

Luego, haces una lista con los factores del q=1{1, 3}
coeficiente principal:

Ahora, las posibles raices racionales son: p_ 1{1,1,2,2,4,4}
q 33

Ya que obtuviste las posibles raices de la funcidon polinomial, tienes que averiguar
cuales de ellas si lo son. Lo anterior, lo puedes resolver de distintas formas.

e Una forma es evaluando cada posible raiz en la funcidn inicial y la que satisfaga la
igualdad esa es raiz.

Si usas esta opcion te resulta lo siguiente:

3 —14x°+7x+4=0 x=1
Sustituye 3(1)°-14(1)°+7(1)+4=0
Desarrolla 3-14+7+4=0
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Simplifica 0=0

Por lo tanto, x; = 1 es una raiz de la funcidn.
Lo mismo tendrias que hacer para cada una de las posibles raices y conocer las que
hacen cero la funcion. Esto te tomaria muchisimo tiempo.

En cambio, la divisidn sintética es de gran utilidad y practicidad.

De la funcién polinomial f(x) = 3x> — 14x* + 7x + 4 acomodas los coeficientes y tomas

una de las posibles raices P:i{1,1’2,2,4 4}
3

q 3773
3 -14 7 4 1
3 -11 -4
3 11 -4 0

Como el residuo es cero, el 1 se considera raiz de la funcion f(x), por lo que se puede
expresar de la forma siguiente:

f(x) = (x— 1) (3x* — 11x — 4)

Es posible obtener el resto de las raices factorizando la funcién cuadratica,
resultandote lo siguiente:

f(x) =(x—1) (3x+ 1)(x—4)

Igualas a cero cada factor y despejas “x”:
raices:x;=1,x,=-1/3yx3=4

Seguramente has advertido en la serie de ejercicios que has resuelto hasta el

momento que el numero de raices de una funcién es siempre igual a su grado. De tal
observacién surge el teorema siguiente.

Practica 18

Encuentra los factores de las siguientes funciones polinomiales:
1) f(x)=x*+6x—4x* +16x—4
2) f(x)=2x° + 11x* — 2x® - 65x* — 18x + 72, entre x + 4
3) f(p)=p*—160p—2p>—12entrep—-6
4) f(n)=3n"-8n*+9n+5entren-2

5) f(b)=b*-3b*+3b-1entreb-2
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6) f(x)=4x*+x>+6x°—x+ 13 entrex—9
7) f(x) =-3x*—x*—13x entre 3x + 6

8) f(x)=4x*—8x entre 2x +7

9) f(x) =—8x"—5x*+ 7x — 10 entre —x

10) f(x) = x> + 3x> — 40x

2.3. Teorema fundamental del algebra
Si te pidiera que obtengas las raices de la ecuacion x> —x + 1 = 0, équé te resulta?

No es posible factorizarla... entonces, recurres a la férmula general y obtienes:

—b+Vb%-4ac

X =
12 2a

_ —CDHED2-4(M@)
2(1)

1++v-3
2

X1,2

X122 =

¢Y ahora...? ¢{Qué hacer con una raiz negativa? ¢Existe acaso algin nimero que
multiplicado por si mismo te resulte —3? ¢Como obtener las mencionadas raices de la
ecuacion?

Una raiz negativa forma parte del conjunto de los numeros complejos, aquellos que no
son reales.

La unidad de los numeros complejos es un numero imaginario, el cual se expresa con

oz
I

la letra “i”, cuyo valor nimero corresponde ai = +/—1 y por consecuencia, i* = -1

Segun esta informacién puedes ahora encontrar las raices del ejercicio anterior, por lo
que lo resuelves de la siguiente manera:

13423 1+./3(-1) IR NV I EEY
2

X
b2 2 2

RSN TR 1-+3i |1 3

i _ x2— 4 — — —

X, =
2 2 2 2 2 2
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En este ejemplo puedes observar que un nimero complejo es una combinacién de un
numero real y una parte con la unidad imaginaria. Entonces, ya advertiste que cuando
un polinomio no posee raices reales, las tiene complejas. A través de este trabajo surge
el gran teorema fundamental del algebra que enuncia lo siguiente:

El teorema fundamental del algebra establece que si f(x) es un polinomio de grado n,
con n> 0, entonces la funcion f(x) tiene al menos un cero (raiz) en el sistema de
ndimeros complejos.

De este teorema se deriva que un sistema de numeros complejos, una funcién
polinomial de grado n, tiene exactamente n-ceros.

Ejemplo:

a) La funcién polinomial de primer grado f(x) = x + 5 tiene exactamente una raiz
enx=-5

b) La funcién polinomial cuadratica f(x) = x> — 5x + 6 tiene exactamente dos raices
enx=3yx=2,ypuede escribirse de la forma: f(x) = (x — 3)(x — 2).

c) La funcién polinomial cdbica f(x) = x> — x> + x — 1 tiene exactamente 3 raices en
x=1,x=1i,x=—iy puede escribirse de la forma: f(x) = (x = 1)(x = i)(x + ).

d) La funcién polinomial de grado cuatro f(x) = x* — 16, tiene exactamente cuatro
raicesenx=2,x=-2, x = 2i, x=-2i, y puede escribirse de la forma:
f(x) = (x—2)(x + 2)(x = 2i)(x + 2/)

Una vez realizado el analisis anterior adviertes que conociendo las raices o ceros de

una funcion polinomial encuentras sus factores y descubres que puedes expresarla
como una multiplicacion de dichos factores, por lo que se deriva el siguiente teorema:

Practica 19

l.- Encuentra todas las raices complejas de cada funcion polinomial.
1) f(x)=x*+81
2) f(x)=x>+2x+4

3) f(x)=9x*+12x+6
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4) f(x) =x>—3x*—4x—30
5) f(x)=x-3x*—x+1
6) f(x)=x"-16
7) fx)=x+x*+x>-x*—-x—-1
8) f(x)=18x>—27x*—2x+3
9) f(x)=x>—4x*—16x + 64
10) f(x) = x> —4x + 8
2.4. Teorema de la factorizacion lineal

Si f(x) es un polinomio de grado n, con n > 0, entonces f(x) tiene precisamente n
factores lineales, es decir:

f(x) = a(x = c1)(x = c3)....(x — cn),
en donde ¢y, Cy, .....C, SON nUmeros complejos y a es el coeficiente principal de f(x).
Ejemplo:
Expresa la siguiente funcion en su forma factorizada f(x) = x° — 2x° + x* = x> + 2x— 1

Solucién:
Parax=1,

1 -2 10 -1 2 -1 |1l
1 -1 0 0 -1 1
I -1 0 0 -1 1 0

Te resulta: f(x) = (x — 1) (x° — x* = x + 1), por lo que continuas buscando mas raices para
factorizar:

Parax=-1,
I -1 0 0 -1 1 -1
-1 2 -2 2 -1
1 -2 2 -2 1 0

Te resulta: f(x) = (x — 1)(x + 1)(x* — 2x® + 2x’— 2x + 1), factorizas ahora el polinomio de
grado cuatro:
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Parax=1,

Te resulta: f(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 1)(x> —=x* + x — 1), factorizas ahora el polinomio de
grado tres:

Parax=1

1 0 1 O

Te resulta: f(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 1)(x — 1)(x* + 1), factorizas ahora el polinomio de
grado dos:

2
Igualas a cero el factor: x“+1=0
Despejas la variable “x” xX’=—1
Aplicas la raiz cuadrada: Xx=zj

Por lo que, la funcidon polinomial de grado seis se puede expresar en funcién de la
multiplicacién de sus factores como sigue:

f(x)=(x=1)(x+ 1)(x=1)(x=1)(x + 1) (x—1)
Ademas, aplicas la ley de exponentes a los factores repetidos y obtienes lo siguiente:

f(x) = (x = 1)3(x + 1)(x + i) (x — )

Practica 20
l.- Encuentra las raices de cada funcion polinomial y exprésala en forma factorizada.
1) fX)=x>+4x°+x—6
2) f(x)=x>-2x*+4x-8
3) f(x)=x>-3x*+4x-2
4) f(x)=3x"-3x*-x>+3x-1
5) f(x)=x*-2x>-2x>-2x-3

6) f(x)=4x"+12x*—x-3
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7) f(x)=6x>—5x*—7x +4
8) f(x) =X +5x* + 6x
9) f(x)=x*—2x3+10x*—8x + 4

10) f(x) = 3x> — 8x* — 13x + 30
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Semana 3
Sesion 9

Los temas a revisar el dia de hoy son:
3. Funciones Racionales
3.1. Definicién de una funcidn racional
3.2. Dominio y Rango de una funcién racional
3.4. Gréfica de las funciones racionales

3. Funciones Racionales

Después de haber trabajado ampliamente con el tipo de funciones polinomiales, y que
adquiriste un dominio sobre la obtencion de raices y graficas de las mismas, te
pregunto, équé ocurrirad con las raices y graficas de una funcién definida como la razén
de dos funciones polinomiales?

3.1. Definicion de una funcion racional

Una funcidn racional es aquella que se obtiene al dividir un polinomio entre otro
polinomio de mayor o menor grado que el primero siempre y cuando ambos
polinomios tengan la misma variable.

Algebraicamente se expresa de la siguiente manera:

P
£ =29 a0 20
0(x)
Ejemplo:
x* -4
f(x)= X dicha funcion expresada en forma racional se puede simplificar y
X+

expresarse en forma polinomial, esto es posible cuando factorizas el polinomio
cuadratico.

_x2—4_(x—2)(x+2)_ B
A x+2 (x+2) -7

f(x)=x+2

Una funcion racional no existe cuando su denominador se hace cero. Asi por ejemplo,
la funcién:

8x+2
5x-3

J(x) =

, cuando 5x — 3 = 0 la funcién no existe, es decir, cuando x = 3/5.
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Practica 21
I.- Simplifica las siguientes funciones racionales y encuentra los valores para los cuales
la funcién no existe.

. L e Valores para los cuales la
Funcién original Funcidén simplificada . .
funcion no existe
x* +8x+16
a) f()=——"
+4
b) f(y)=—=
y+3
4s
c) f(s)=——
S (s) EREY:
4x+7
d) f(x)=
6x
n*+5n+6
e) f(n)=——F——
n- -9

3.2. Dominio y Rango de una funcion racional

El dominio de una funcion racional estd formado por todo el conjunto de los numeros
reales, excepto aquellos valores de x que hacen cero el denominador de la funcién
racional.

El rango de una funcidn racional es un subconjunto de los nimeros reales.

Una forma rdpida y prdactica para obtener el rango de una funcidn racional

P(x . "
y=f(x)= (—; se trata de despejar “x” en términos de “y” encontrando los valores
X
de “y” para los cuales “x” no es un numero real.
Eiemplo:
. . . . 4
Determina el dominio y rango de la funcion racional f(x) =—; 5
x [—

Solucién:
Para determinar el dominio de la funcién racional f(x), es necesario que encuentres los
valores para los cuales el denominador de la funcién es cero.

Es decir, cuando x* — 9 = 0, factorizas y obtienes que esto ocurre cuando x =+ 3

Por lo que el dominio de la funcidon racional f(x) esD={x € R/x#3 Ax#-3}, este
conjunto se puede representar también mediante intervalos de la siguiente manera:

D= (_oo' -3) U (-3,3) U (3, =)
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Para determinar el rango de la funcidn racional f(x), es necesario que despejes la
variable “y” en términos de “x”, por lo que obtienes lo siguiente:

De la ecuacién inicial: ¥~ 2 _g
Multiplica todo por (x*=9): (x> =9y =4

Transpones “y”: x? -9 =

Suma 9 unidades: 2

TH |
Y... jlisto! ‘= fi+9
y

Ya que obtuviste la ecuaciéon en términos de “y”, ahora encuentra los valores de “y”
para los cuales “x” es real.

Primero, dentro del radical se encuentra una expresion racional, por lo que adviertes
gue debe ser distinta de cero, es decir, y # 0.

También, una raiz es real cuando su radiando es positivo, es decir, mayor o igual a
cero, entonces, determina ahora los valores que puede tomar “y”.

Casoy>0 Casoy<0
Multiplica todo por “y”: i+9 <0
4 +9>0 Y
Resta 4 unidades: Y
4+9y<0
Divide todo entre 9 unidades:
9y <-4
Y jlisto! —4
< [
7T

De los resultados que obtuviste y # 0,y > 0y y < - 4/9 concluyes que el rango de la
funcién racional es:

R={ycR/y>0Ay<-4/9}
R = (-0, -4/9) U (0, *)
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Practica 22
l.- Obtén el dominio y rango de cada una de las siguientes funciones racionales.

1
2

X

1) fo=

2 f0=—r

3) f()=

1-5x
1-2x

1
3—x

4) fx)=

7
5 X)=—
) J@) 5x+9
4x+9
x> +7x-8

6) f(x)=

5x+9
x*—121

7) f(x)=

4

8 J=5 00

9) f(x)=

3x-5
2x-9

10) f(x) =

xt =1
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3.3. Grafica de las funciones racionales
La gréafica de las funciones racionales siempre presenta discontinuidad debido a los
valores para los cuales el denominador de la funcién racional es cero.

Observa detenidamente el comportamiento que presentan dichas funciones en el
plano cartesiano, y advierte las caracteristicas que en su conjunto presentan.

Ejemplo:

x—1

2x+1°

Grafica la funcién racional f(x) =

Solucién:
Para trazar la grafica de la funcién racional f(x), primero determinas los valores que la
variable “x” no puede tomar,
2x+1=0 X=-%
A partir de este valor que no puede tomar la variable “x”, elaboras una tabla con los

valores proximos a la derechay a la izquierda del mismo.
8 -

X f(x) 7.5 4
7 4
45 0.69 65 ] r
-4 0.71 El di 6 L X
35 0.75 e R/ ]
-3 0.8 Com 4.5 4
2.5 0.88 1
3.5 4
-2 1 34 la
15 1.25 funci 251
2 4
-1 2 1.5
0.7 4.25 &
06 8 e
-0.5 indeterminado | £t 4 35 -3 25 2 1.5 -1 -0 1/0(; 15 2 25 3 35 4 NG
0.4 -7 indet 1; 'sa
-0.2 -2 recte y ue
0 -1 éstas 241 1as
0.5 025 recte _3' 1 no
] 0 linea I
4 -
1.5 0.13 .
Prac b 1
2 0.2 — 5[5
2.5 0.25 l- T N es
3 0.29 funci j
35 0.31
4
4 0.33 1) f(x)=——o
x+38
10
2) f(x)=—
X
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2x—1

3) S0)="

4x +1

4) fx) ==

5) flx)="—

6) f(x)=

x—10
3x+7

7) f(x)=

2x

B S0)=

S5x-2
x+1

9) f(x)=

10) f() =2

X
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Sesion 10

Los temas a revisar el dia de hoy son:

3.6. Asintotas horizontales, verticales y oblicuas de una funcién racional
3.6. Asintotas horizontales, verticales y oblicuas de una funcién racional
Las asintotas se clasifican en tres tipos: horizontales, verticales y oblicuas.
Asintotas verticales
La linea x = a se denomina asintota vertical de la grafica de la funcidn f(x),

si f(x) = o= o f(x) = - = a medida que x > a, ya sea por la derecha o por la izquierda.

Si f(x) es una funcidn racional del tipo:

P(x)

f(x) =——= con P(x) y Q(x) sin factores comunes y Q(x) # 0
O(x)

Entonces, la grafica de f(x) tiene asintotas verticales en los ceros de Q(x), es decir, en
los valores de x que solucionan la ecuacion Q(x) = 0.

Ejemplo:

- . , 1 ]
Traza la grafica de la funcién racional f(x)= P y marca su asintota.

Solucién:

Para trazar la gréfica, primero encuentra el valor de “x” que indetermina la funcidn,
esto es, cuando el denominador es cero.

Por lo que igualas a cero el denominador: x — 5 = 0, entonces cuando x = 5.
De tal manera que la asintota vertical de la funcion corresponde a la recta x = 5.

Ya que conoces la asintota, elabora la tabla con valores préximos a dicha asintota para
advertir su comportamiento grafico en el plano cartesiano.
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X f(x) 9 |‘
3 -0.13 °
-2 -0.14 j
-1 -0.17 .
0 -0.20 ..
1 -0.25 N
2 -0.33 N
3 -0.50
4 -1.00
45 -2.00
4.9 -10.00
5 indeterminado
5.1 10.00
5.8 1.25
6 1.00
7 0.50
8 0.33
9 0.25
10 0.20

Asintotas horizontales

La linea y = b se denomina asintota horizontal de la grafica de la funcidn f(x),
si f(x) = b, a medida que x > o0 0 x > -0,

Si f(x) es una funcidn racional del tipo:

P(x) _ ax"+a, x"" +..+a,x’ +ax+a,
O(x) b, x"+b, x"" +...+bx> +bx+b,

f(x) =

con P(x) y Q(x) sin factores comunes y Q(x) # 0

Entonces, la grafica de f(x) tiene asintotas horizontales (o ninguna) y puedes
determinarla como sigue:

a) Sin<m,lagrafica de f(x) tiende al eje x (y = 0) como una asintota horizontal.

a n

b) Si n = m, entonces la grafica de f(x) tiene la linea y = como una asintota

m

horizontal.
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c) Sin>m, entonces la grafica de f(x) no tiene asintotas horizontales.

Ejemplo:

X

Traza la gréfica de la funcion racional f(x)= 1

y marca sus asintotas.

Solucién:

Para trazar la gréfica, primero determina el valor de “x” que indetermina la funcién,
esto es, cuando el denominador es cero, x — 1= 0, entonces cuando x = 1.

Entonces, la asintota vertical de la funcién corresponde a la recta x = 1.
Para determinar la asintota horizontal, verifica los exponentes de la variable en el

numerador y en el denominador de la funcién, en este caso, como son iguales,
corresponde lo indicado en el inciso b), lo cual indica que la asintota corresponde a:

Y=y T
x=1

X f(x) I
-3 0.75 o |
-2 0.67
-1 0.50 s |
0 0.00 . I
0.2 -0.25 |
0.4 -0.67 3 4
0.6 -1.50 | |
0.8 -4.00 I
1 indeterminado — e — s o o — — — —
1.2 6.00 S I_ I
1.4 3.50 1 | 5 3 . 5
1.6 2.67 -1 1 I
2 2.00 N |
3 1.50
4 1.33 3{ ||
5 1.25 L

I

|
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Asintotas oblicuas

Para el caso particular en que el grado de P(x) es exactamente uno mas que el grado
de Q(x), es decir, n = m + 1, se dice que la funcidn racional f(x) tiene una asintota
oblicua.

Este tipo de asintotas son lineas rectas definidas por una ecuacién lineal del tipo y =
mx + b; para obtener dicha ecuacidn sdlo tienes que realizar la operacién de divisidon
normal y el resultado obtenido es una ecuacion del tipo mencionado: y = mx + b.

Ejemplo:
x°=3x+2
Traza la grafica de la funcién racional: f(x) = v —3 y obtén sus
asintotas.
Solucién:

Como podras advertir el polinomio del numerador es de mayor grado que el del
denominador, por lo que esta funcién posee al menos una asintota oblicua y procedes
a resolverlo como anteriormente se te indicd.

Realizas la divisiéon normal:

X

x=3)x* =3x+2

—x’ +3x
+2

Por lo que el resultado obtenido, es decir, el cociente “x” es una recta asintota oblicua
de la funcidn racional.

La otra asintota es una asintota vertical, es decir, cuandox—3 =0, o sea, x = 3.

Su tabla y grafica correspondientes son las siguientes:
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I
11 1 |
X f(x) 0 I
5 525 %1 |
-4 -4.29 8 1 I
-3 -3.33 7
2 -2.40 6 |
-1 -1.50 |
0 -0.67 ° 1
1 0.00 44 I
2 0.00 3 4 /I
2.5 -1.50 I
2.8 -7.20
2.9 -17.10 |
3 indeterminado L ;1 '5 é '7 é S'J 110
3.1 23.10 |
3.2 13.20 |
3.5 7.50 I
3.8 6.30
4 6.00 I
5 6.00 |
6 6.67 . I
7 7.50
8 8.40 %1 |
9 9.33 9 4 I
10 10.29 10 4
11 11.25 |
11 4 |
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Practica 24
I.- Encuentra las asintotas horizontales y verticales de cada una de las siguientes
funciones racionales.

) f=

2 SO =
) (=2

0 109 = 2x;++3;cx—8
5 f=T

Il.- Encuentra las asintotas oblicuas de cada una de las siguientes funciones racionales.

x> +8
X)=
6) f(x) s
2 J—
) f(x)ZSx +8x—17
x+1
2 —
. f(x):2x +3x-5
x+1
9x? —14x+5
X)=
2 f(x) x> +4x-5
1) 5x° +3x* —6x+8
10) =

x> +8x+6
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Sesion 11

Los temas a revisar el dia de hoy son:
4. Funciones Exponenciales y Logaritmicas
4.1. Funcién Exponencial
4.1.1. Grafica de una funcion exponencial
4.1.2. Dominio y Rango de una funcién exponencial

4. Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Hasta el momento has trabajado una clase de funciones, las Ilamadas funciones
algebraicas, en el tema actual analizaras las funciones exponenciales y logaritmicas, las
cuales son consideradas dentro del tipo de funciones trascendentes.

4.1. Funcién Exponencial
Una funcién exponencial es una funcidn de la forma f(x) = a*, dondea>0,a# 1,y x es
cualquier nimero real.

De tal manera que la funcion f(x) = a* es una funcién exponencial con base a.

Las leyes de los exponentes son aplicables en esta clase de funciones:

Producto de la misma base a"xam=a""" vy =y*E =y’
Potencia de una potencia (@)m=a""m () =y =y*
Potencia de un producto (ab)"=a"b" (5xy)® = 53¢y’

. . a) a" ) 2%t
Potencia de un cociente === ==
b b 3 3
; ; a’ n-m x° 64 2
Cociente de la misma base ——=a 5 =X =X
a x
; : 1 y3 3-5 N
Potencias con exponentes negativos a’=— So=yT=yt=—
a Y Yy
3
. x .
Potencia con exponente cero a’=1 Sr=x"7 =20 =1
x
n 2 4 1 2
Potencia de una raiz nfgn = gm 645" =26 56 =23 3
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4.1.1. Grafica de una funcion exponencial

La funcidn exponencial més simple es de la forma: f(x) = b*, cuya base es un constante
elemento del conjunto de los nimeros reales y “x” |la variable de la funcion.

Ejemplo 1:

Traza la grafica de la funcidn exponencial: f(x) = 2* y encuentra sus caracteristicas.
Solucion:

Para trazar la grafica de la funcion es indispensable que realices una tabulacidn con los

valores de la funcion, y puedas observar su comportamiento en ambas partes, de tal
manera que obtienes lo siguiente:

f(x) = 2°
X" f(x)
-6 0,02
5 0,03
-4 0,06
-3 0,13
-2 0,25
-1 0,5
0 1
1 2
2 4 -
3 8
4 16
5 32 /
6 64

Tanto en la tabla de valores como en la grafica es posible que logres observar cdmo la
funcién es creciente, puesto que conforme aumentan los valores de la variable
independiente, la funcidon toma también valores en aumento.

¢Qué ocurrird si la base de la funcion exponencial es muy pequefia? iQué
comportamiento tendra su grafica?
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Ejemplo 2:

Traza la gréfica de la funcion exponencial: f(x) = - y observa su comportamiento en

el plano cartesiano.

Solucion:
Como en el ejemplo anterior, es importante que elabores una tabla de valores para
observar el comportamiento de la funcidén en el plano.

f(x) = (1/2)"
"x" f(x)
-6 64
-5 32
-4 16
-3 8
-2 4
-1 2
0 1
1 0,50
2 0,25
3 0,13
4 0,06
5 0,03
/ 6 0,02

Solo fue un pequefio cambio en el orden de la funcidn, sustituiste 2 por % y esto bastd
para que la funcién tuviera un comportamiento completamente diferente del anterior.
Esta funcidon decrece porque entre mas sean los valores que toma la variable
independiente, menor es el valor de la funcion.

Otras caracteristicas que pudiste haber observado en la grafica de las funciones
exponenciales son las siguientes:

1) La funcién es positiva, puesto que para todos los valores de x la grafica esta
sobre el eje x.

2) Paratodos los valores de b, y =1 cuando x =0

3) Sib>1, lafunciéon es creciente. Si x crece la funcion crece y al decrecer la x, la
funcion se aproxima aunque nunca llega alcanzar el cero.

4) Sib <1, lafuncion es decreciente, si x crece, la funcidn decrece y se aproxima,
aungue nunca llega a alcanzar el valor 0.

5) Sib>16b<1,lafuncidn no corta el eje x.
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4.1.2. Dominio y Rango de una funcién exponencial

El dominio de una funciéon exponencial estd formado por todo el conjunto de los
numeros reales (R), debido a que en todos los casos esta definida, D = (-oo, o).

En el rango de una funcién exponencial, como la funcién nunca toca al eje de las “x”,
el rango de esta funcidn estd definido por todos los valores positivos de “y” (R*), es
decir, R = (0, o).

Otra propiedad de una funcién exponencial es que no tiene raices y que posee una
interseccion solamente con el eje de las “y”, es decir, eny = 1.

Practica 25

l.- Traza la grafica de cada una de las siguientes funciones exponenciales.
1) f»=2"
12) f(x)=2"
13) f(x)=-2"
14) f(x)=2"-3
15) f(x») =1
16) f(x)=3""
17) f(x)=2""
18) f(x)=4""
19) f(x)=2"7

20) f(x) — 24x+2
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Sesion 12
Los temas a revisar el dia de hoy son:

4.1.3. Funcidn exponencial natural
4.2. Funcidn Logaritmica
4.2.1. La funcion logaritmica como inversa de la funcién
exponencial
4.2.2. Logaritmos comunes y naturales
4.2.3. Operaciones con logaritmos
4.2.4. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

4.1.3. Funcién exponencial natural

La funcion exponencial natural es una funciéon que utiliza el nimero e como base,

. . . n\\"* ..
dicho valor se obtiene al calcular la expresién (1+;) utilizando valores de n

localizados entre 1y el oo,

Observa los valores que toma la expresién cuando n aumenta:

n
n (1 —I—%)
n
1 (1+43) =@a+nt=1
1\" 1
5 (1+2) =1+ =(1+02)° = (12)° = 248832
n
10 | (1+-) =1+ = (1+0.1)! = (1.1)"° = 259374
n
500 | (1+2) =(1+22)% = (1+0.002)5%° = (1.002)°®° = 2.71556
n
1000 | (1+2) = (1+——)1% = (1 +0.001)"°° = (1.001)'°° = 2.71692
10° | (1 +——=—)100000 = (1 4 0,00001)100°0 = (1,00001)1°2000 = 271826

100000

Con base en esta tabla puedes apreciar que mientras mas crece el valor de n, la
., 1\" , . .
expresion (1 + ;) se acerca al nUmero irracional 2. 7182818..., el cual se denota con

la letra e. Este niUmero es un nuimero irracional, por lo que, al igual que el valor de T,
sus decimales no siguen un patrén determinado.
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La grafica de la funcidn exponencial natural es la siguiente:

f(x) = e
"x" f(x)
-6 0,0025
-5 0,0067
-4 0,0183
-3 0,0498
-2 0,1353 f(x) = e
-1 0,3679
0 1
1 3
2 7
3 20
4 55 : — . . . . :
5 148
6 403

Crecimiento y decrecimiento exponencial

La expresidn de crecimiento exponencial se utiliza mucho, por ejemplo, para hablar del
crecimiento de una poblacidon, de la reproduccion de las bacterias, etc. Dicho
fendmeno lo puedes expresar mediante una funcidon exponencial creciente.

Por ejemplo, en el caso del crecimiento exponencial de una poblacion:

P, = cantidad de poblacién presente en el tiempo t = 0. Factor de crecimiento o
decrecimiento.

k = es la tasa de crecimiento (si su valor es positivo) o decrecimiento (si su valor es
negativo).

P = poblacién actual

t = tiempo, ya que el crecimiento de la poblacion depende del tiempo.

La expresidn anterior representa el crecimiento exponencial.
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Ejemplo:

Si sabes que cierto tipo de bacteria aumenta segun el modelo:
E(t) — 100e0.2197t

Donde t es el tiempo en horas.
Encuentra: a) P(0) b) P(5)
Solucion:

a) Eltiempo en P(0) es t = 0 por lo que sustituyes dicho valor en el modelo
que representa el incremento de las bacterias.

P(O) - 100e0.2197(0)
P(0) = 100(1)
P(0) = 100

b) El tiempo en P(5) es t =5 por lo que sustituyes dicho valor en el modelo
que representa el incremento de las bacterias.

P(5) = 100e0.2197(5)
P(5) = 100e*%%
P(5) = 100(3)
P(5) =300

Practica 26
I.- Traza la grafica de las siguientes funciones exponenciales naturales.

1) f(x)=e*

2) f(x)=1+e™

3) f(x)=—¢e"

4) f(x) = 2e"**

5) f(x)=4-e*

Il.- Resuelve los siguientes ejercicios de crecimiento o decrecimiento exponencial.

6) La demanda de un producto estd dada por la ecuacién P = 500 — 0.5e>%*

Encuentra el precio P para una demanda de:
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a) x=1000 unidades
b) x = 1500 unidades
7) La poblacién de una ciudad aumenta segin el modelo: P = 25000e%%%, t =
tiempo en afos, t = 0 corresponde a 1990. Aproxima la poblacién que hay o
habrd en los afios:
a) 2000
b) 2005
c) 2010
8) La bacteria del cdlera se divide cada media hora para producir dos bacterias
nuevas. ¢Cuantas bacterias habrd en cuatro horas si inicialmente se tiene una
colonia de 32,420 bacterias, considerando la relacién B(t) = (32420)(2°")? ¢ Y en
20 dias?

9) Para calcular la presién atmosférica P. en Ib/pulg?, se utiliza la relacién P =
14.7e %% Si consideras a “x” como la altura en millas sobre el nivel del mar,
qué presién atmosférica habra en la ciudad de...

a) Dallas, si su altura es de 133m sobre el nivel del mar.
b) Meéxico, si su altura es de 2235m sobre el nivel del mar.

4.2. Funcidn Logaritmica

El logaritmo base b de un numero real x, mayor que cero, es la inversa de la funcion
exponencial de base b. Algebraicamente el logaritmo base b se denota como log, (x), y
au_n

dado que esta funcion y la funcién exponencial con base “a” son inversas se puede
afirmar que:

y=log,(x) siysolosi x=b’

La funcién se lee como logaritmo de “x” en base b.

Forma logaritmica Forma exponencial
i prnnpn’rp l
logo 8 = 3 Ge— 2> = 8

#

Base
Cada ecuacidn logaritmica tiene asociada una ecuacién o forma exponencial.

Ejemplo:
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Dada la siguiente forma exponencial, escribe su forma logaritmica
correspondiente: 4° = 1024

Solucion:
Segun la forma presentada anteriormente entre una expresion exponencial y una
logaritmica, obtienes lo siguiente:
logs 1024 =5
Practica 27

l.- Representa en su forma exponencial o logaritmica, segln sea el caso, cada una de
las siguientes expresiones:

1) 8=512
2) logy 59049 =5
3) y*=8

4) log10=1

4.2.1. La funcion logaritmica como inversa de la funcidon exponencial

Al realizar la prueba de la horizontal en la grafica de la funcidon exponencial -como ésta
la intercepta sélo una vez- adviertes que posee una funcién inversa.

La funcion logaritmica con base “b” fix) = log, x es la funcion inversa de la funcién
exponencial f(x) = b*, como puedes apreciarlo en el siguiente plano cartesiano:

f(x) = b®
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A través de esta representacion grafica de la funcidn logaritmo -inversa de la funcion
exponencial- puedes apreciar sus caracteristicas propias y su comportamiento en el
plano cartesiano. A continuacién, compara ambas graficas y verifica tus conclusiones
con las que se enlistan a continuacion.

Propiedades de la funcion logaritmica

a) Si b< 1, la funcién es positiva para toda x > 1 y negativa para toda x<1. La
funcién no esta definida para valores negativos de x.

b) Sib> 1, la funcién es siempre creciente. Si x crece, la y crece.

c) Sib< 1, la funcién es negativa para toda x > 1, y positiva para toda x < 1. La
funcion esta definida para valores negativos de x.

d) Sib<1, lafuncién es siempre decreciente. Si x crece, y decrece.

e) Sib>106b<1,lagraficaintercepta al eje x en (1, 0).

El dominio de la funcién logaritmica
Se refiere a los niumeros reales positivos, es decir, D = (0, o°).

El rango de la funcion logaritmica
Es el conjunto de todos los nimeros reales, es decir, R = (—oo, o),

Ejemplo 1:

. iy 1Y .
Traza la inversa de la funcidn f(x) = 4"y de la funcién f(x) = (Zj usando la definicién de
logaritmo.

Solucién:
Para obtener la funcion inversa de f(x), aplicas la funcién logaritmo y obtienes lo
siguiente:

De la funcién inicial y=4% y= (%)
Despejas “x” y obtienes: x=logsy X = logy/a X
Lo expresas como la inversa de la funcion  f(x) = logs x f(x) = log/4 X
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Una vez que obtuviste la funcién inversa de f(x), traza su grafica.

f(x) = (1/4)°

1(x) = logs X 3
34
4 4
4 d
F(x) = 4* flx) = (1/4) (x) = 10gya X
f(X) = |0g4 X nyn
nyen f(X) v f(X) X f(X) "x" f(X)
-2 16 0.0001 6.64
2 | 0.06 06 | -037 1 4 0001 | 4.98
-1 0.25 1 0 0 1 '1 .0
0 1
2 0.5 1 0.25 2 -0.5
4 3 0.79 2 0.063 3 -0.79
16 4 1 3 0.0156 4 -1

A través de estos dos ejemplos puedes observar claramente cémo se cumplen las
propiedades enunciadas anteriormente sobre la funciéon exponencial y logaritmica.

Practica 28

l.- Traza la grafica de cada una de las siguientes funciones.
a. y=2+logipx

b. y=-logiox
c. y=logyp(x—1)
d. y=logio (—x)

Il.- Encuentra el valor de “x” sin hacer uso de la calculadora.
e. logg x =-1/3
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f. log, 8 =3/2
g. logs x* = 2
4.2.5. Logaritmos comunes y naturales

Las bases que son de mayor utilidad en la practica son la base comun, cuando b =10y
la base natural, cuando b = e (numero e).

e La funcién logaritmica con base 10 se escribe de la forma: f(X) = logig x; se
denomina logaritmo comun y usualmente se escribe como f(x) = log x, sin
necesidad de expresar la base 10.

e Asimismo, la funcidn logaritmica con base e se escribe de la forma f(x) = loge x;
se denomina logaritmo natural y usualmente se escribe como f(x) = In x.

Propiedades de los logaritmos naturales.

1) In 1 =0, puesto que cero es la potencia a la cual debe elevarse el nimero e
para obtener 1.

2) In e=1, puesto que 1 es la potencia a la cual debe elevarse el nimero e para
obtener e.

3) In e* = x, puesto que x es la potencia a la cual debe elevarse el nimero e para
obtener €.

Eiemplo:
Traza la gréafica de la siguiente funcidon f(x) = In(2 — x)
Solucién:
Segun las propiedades de logaritmos, 2 — x > 0, por lo que adviertes que el dominio de

la funcidn estd determinado por x < 2, y concluyes que la recta x = 2 es una asintota de
la misma.

106 | Universidad CNCI de México



Taller de Matematicas IV

|

f(x) =In (2 -x) T i

"x" f(x) ; |

-3 1.61 | |

-2 1.39 :
1 L.10 | fh=me-x

0 0.69 y
1 0.00 \

1.4 -0.51 \

1.6 -0.92

1.8 -1.61 ]
1.9 -2.30 iy

1.94 -2.81 -

1.99 -4.61 ]
2 indeterminado

4.2.6. Operaciones con logaritmos
Antes de realizar cualquier operacién entre funciones logaritmicas es importante que
conozcas algunas de sus propiedades con respecto a algunas operaciones

fundamentales.

Propiedades de la funcién Logaritmica

Propiedad Expresion simbdlica
1) El logaritmo de la base es siempre igual a 1. logsa=1
2) El logaritmo de 1 en cualquier base es 0. log.1=0
3) El logaritmo de un producto es igual a la suma de logaritmos. log, (x y) =log, x + log, y
4) El logaritmo de un cociente es igual a la resta de logaritmos. log, (x/y) = log, x - log, y
5) El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por log, (X)p =p log, x
el logaritmo de la base (este enunciado engloba al logaritmo de una Q/_ ,
raiz, entendida como una potencia de exponente fraccionario). logh/x™ = 710gx

Ejemplo:

Escribe la expresion dada como logaritmo de una sola cantidad. 1[2Inx—3In(x+1)]

Solucion:

Aplicas las propiedades de los logaritmos para las operaciones fundamentales.
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Aplica la propiedad 5) en ambos logaritmos: 12Inx -3 In(x+1)]

Aplica la propiedad 4):

inx? —In(x+1)*"?]

Aplica la propiedad 5): 1 x°
Hn——+
3 (x+1)3/2

1
In L 3
(x+1)°*"7
iz

iListo! In (x+1)°*°

Segun una de las leyes de exponentes:
Simplifica:

2 2
X7 Vx

In —=1In
(x+1)4 Jx+1

4.2.7. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Para resolver cualquier tipo de ecuaciones exponenciales o logaritmicas es importante
qgue consideres las siguientes propiedades:

Si f(x) = by g(x) = logy, x, son funciones con base b> 1, entonces:

Propiedades inversas:

1) log, b*=x hay que aplicar composicién (g o f) (x)
Ine*=x, si se cambia base b por base e.

2) b8 *=x hay que aplicar (f o g) (x)
e'“:x, si se cambia a por e.

Propiedades uno a uno:
1) x=y, solosilog, x =logyy, se dice que g es uno a uno

2) x=y,solosi b*=b", se dice que f es uno a uno
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Ejemplo:

Resuelve las siguientes ecuaciones: a) 3e* = 4 b)2In5x=8
Solucion:

a) Para resolver la ecuacidén exponencial aplicas lo siguiente:

2x _
Divide entre 3 ambos miembros: 3e”=4

Aplica el logaritmo natural: 5
e™*=4/3

Aplica la propiedad inversa 1): "
In (e”) = In (4/3)

Divide entre 2 ambos miembros:
2x =1n (4/3)

Aplica la funcién In:
x =% In(4/3)

jListo!
x = 0.144

b) Para resolver la ecuacidn logaritmica aplicas lo siguiente: 2 In 5x = 8

Divide entre 2 ambos miembros: In5x=4
Aplica la funcién exponencial: ez f
Simplifica: 5x = e’
Divide entre 5: x = e*/5
Realiza la operacion: x=10,920
jListo!
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Practica 29

l.- Resuelve las ecuaciones exponenciales que se dan a continuacion.

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)

e™=10
2(1+e*)=5

200e™ = 100

3e' =25
5-2e*=3

30 (100 — ¥ = 500

4e* =79

Il.- Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

8)

9)

10)
11)
12)
13)
14)

15)

Inx=3

InVx+1=2

log, x —log, (x + 1) = log, (x + 4)
logx—log (2x—1)=0
Inx+In(x+1)=1

logsx—logs (x—2)=%
Iog2x2=6

In3x=1
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